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§1- 

TANGENTES ET NORMALES AUX COURBES PLANES. 

504. Soit M {Xyj) un point d'une courbe donnée. L'équation 
d'une droite MP passant par ce point sera de la forme 

Si l'on prend sur la courbe un autre point M', dont les coordon- 
nées soient x + h, y -\-ky la distance de ce point à la droite MP 
sera, en supposant les coordonnées rectangulaires, 

, A/i-4-B/- 



Supposons maintenant h et k infiniment petits^ on aura, en 

H. — Cours de Calcul iitfin., II. I 
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désignant par e une quantité infiniment petite en même temps 
que /{, 

et, par conséquent. 



^ = 



)/A^-i' B* 



Cette formule montre que, en général, $ est infiniment petit du 
premier ordre en même temps que h. 

Mais, si Ton détermine le rapport - de manière que Ton ait 

A -J- B/ i-r o, d où g 1=^ — /, 
Téquation de la droite devenant 

$ sera alors un infiniment petit d'ordre supérieur au premier. 
L'équation (i) représente donc une droite déterminée, jouissant 
de la propriété que, dans le voisinage du point (^,^), cette droite 
s'approche infiniment plus de la courbe que toute autre droite 
menée par le même point. Cette droite s'appelle la tangente à la 
courbe au point [x,y). 



505. Si l'on remplace y^ par sa valeur indéfiniment approchée 

■ I 



dr 

■j-5 l'équation de la tangente prend la forme 



ou 



>î 




\r — 


€ix ^^ 


--) 




g 


— .r 


Tj 


.r 



€Lc dy 



et sous cette forme elle représente rigoureusement une sécante 
rencontrant la courbe aux deux points ( J^,^) et (.r -h dxy y -\- dj^. 
Donc la tangente à une courbe au point (^, jk) ^st la limite des 
sécantes qui rencontrent la courbe en ce point et en un point in- 
finiment voisin. 

En poussant plus loin le développement de Âr.=j'^7i-|- - (^''-l-e)/t^, 

on a, pour l'expression de la distance M'P du point (x -j- h^y H- /r) 
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à la tangente, 



^ = 



v/A* + B» 



OU; en mettant pour - sa valeur, et négligeant un infiniment petit 
du troisième ordre, 



y/y-hi 



Cette distance est donc un infiniment petit du second ordre, sauf 
dans le cas oùj" serait nul. 

Remarquons que tous les calculs précédents s'appliqueraient au 
cas des coordonnées obliques, faisant entre elles un angle 6, si ce 
n'est qu'alors le dénominateur de S serait 

-7— r ^A*H- B'-h 2 AB cos^, ou -r—: v/i -H r" -h 2r'cosO, 
sinô 8m0 " *" "^ 

S06. Si l'équation de la courbe est donnée sous la forme 



on a alors 






ou, aux infiniment petits près du second ordre, 

à/ ^ àf , 
ôx oy 

Substituant, dans cette équation homogène, ^dx et à ^jles quan- 
tités proportionnelles Ç — x, m — y, en vertu de l'équation (2), 
on a, pour l'équation de la tangente en quantités finies, 

(^) f(«— )-^|"(''-^)=°- 

507. La perpendiculaire à la tangente au point de contact, c'est- 
à-dire la normale à la courbe, a pour équation, en vertu des équa- 
tions (2) et (3), 

(4) (Ç — j?)^-f-(u —y)djr = o^ 

I . 
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OU 

g — «g _ Ti — y 

àf ~ ^^ 
àx dy 

On peut encore obtenir Téquation (4) en exprimant qu'un pornt 
quelconque de la normale est sur la limite de la perpendiculaire 
élevée au milieu de la corde qui joint les deux points (j^,^) et 
(x 4- dx^ y -f- dy). On obtient cette condition en exprimant que 
la distance du point (^,7j) au point {^x^y^ ne change pas, lorsqu'on 
y remplace x^y par x -f- dx^ y -f- dy. En égalant donc les carrés 
des deux distances, on a 



ou 



./[(5-x)*-|-(,-j)«] = o, 



la différentielle étant prise en faisant varier seulement x^y^ et 
laissant ^y fi constants. En efiecluant la différentiation, on retrouve 
l'équation (4)* 

Si les coordonnées sont obliques au lieu d'être rectangulaires , 
l'équation de la normale sera 

rf[(Ç-x)»4- [-a - j)» 4- 2(Ç-.r) (ï3 -y) cosô] :^0, 

c'est-à-dire 

[Ç — X 4- (ï3 — 7) COSÔ]<fx4- [(Ç — x)cos6 -^ti—y^dy^zzo. 

De cette équation et de la dlfTérentielle de l'équation de la courbe 

on tire 

Ç — xH- (u — j) rosô (Ç — x] cosô -f- u — y 

àx ày 

pour l'équation finie de la normale en coordonnées obliques. 



508. Désignons par ^5 = \^dx'^ -H dy^ la longueur de la corde 
infiniment petite qui joint les deux points 

(x,j) et (x 4- </x, 7 -H dTjr). 

En appelant a, (3 les angles que fait cette corde avec les axes coor- 
donnésy ces angles auront pour limites les angles que fait la tan- 



SOUS-TANGENTES, SOUS-NORMALES, ETC. 

gente avec les mêmes axes. On aura ainsi 

dx-=z dscosoLy djr z=. ds cosp f 



d'où 



dx r, 4X 

cosa=-r-? cosp=--« 
ds * ds 



Ces valeurs déterminent non-seulement la position de la tan- 
gente, mais encore le sens dans lequel on la parcourt en passant 
du point (Xf^) au point [x + dxy y -h djr), ds étant considéré 
comme une longueur absolue. 

509. On nomme sous-tangente à une courbe la distance TP 
(Jig' 34) entre le pied de l'ordonnée et l'intersection de la tangente 

Fig. 34. 




avec l'axe des x; sous-normale la distance PN entre le pied de 
l'ordonnée et l'intersection de la normale avec l'axe des x; tan- 
gente et normaleles longueurs comprises sur les droites de même 
nom entre la courbe et l'axe des x. 

Chacun des triangles MTP, MPN est semblable au triangle in- 
finitésimal MM'Q, qui a pour côtés ds^ dx, dy. En désignant donc 
par Sf , S/i , T, N les longueurs ci-dessus, on aura la double pro- 
portion 

T : S/ : j = N rj : Sn = rfj : ^ : rf^, 



d'où l'on tire les valeurs 



dx 



-7' 



y 



ds 



y'\ ^=y^=y)f^T'y'' 



510. On peut se proposer divers problèmes relatifs à ces lignes. 
Par exemple, on peut chercher quelles sont les courbes pour les- 
quelles l'une de ces lignes est constante. 
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I. Si la sous-tangente doit être constante, on a 



ety en intégrant, 



dx ., ^ dy dx 

^' -— = a, d ou — = — ï 



^ y X ^ z. 



équation de la courbe logarithmique. 

II. Si la sous-normale est constante, on a 

dy 
y — -=ia, ydy ^i^ adx^ d'où j' = 2fla:-hC, 

équation d'une parabole ayant pour axe de figure Taxe des x. 

III. Si la tangente est constante, on a 



ry^i+^-^. f = M-x'^ 'f^ = ^jyp-'' 



Posons 



a 

- = Ch®, 

X 



d'où 



et, par suite, 

dx= — a Th* f ,df = adfl — ^ l j 

d'où, en intégrant, 



x — C ^, >Ja* — y* , aA-Ja} — r* 
= Thy — 5> = log 



a a 



équation de la tractoire. 

IV. Enfin, si la normale est constante, on a 

rV'i-^/' = «. ^/ = v^a*— jr«, dx= ^ -^ ^, x — C = -'^a^—y\ 

\la^ — y^ 

OU enfin (x — C)^-h j2 = a^, équation d'un cercle dont le centre 
est sur Taxe des x. 
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511. La distance de Torigine des coordonnées à la tangente 
yj — j^=j'(Ç — x) a pour expression 



^i ^yt ds 



ra. 



La perpendiculaire abaissée de l'origine sur la tangente a pour 

équation 

\dx -^ tidf ^=1 o. 

Combinant cette équation avec celle de la tangente, que Ton peut 
écrire sous la forme ^dj — ridx = xdj — ydx, il vient 

dy — <lx iiy H- dx^ ds^ 



d'où l'on tire 



Ç = BT -- et 12 = — CI -— ' 

ds ds 



Le lieu des points (^i >?) s'appelle la podaire de la courbe par rap- 
port à l'origine. 

Pour avoir la podaire par rapport à un point quelconque {a,b) 
du plan, on remplacera, dans le calcul précédent, |, 77, x^y par 
^ — a, n — i, X — Uj j — b. 

512. Mener une tangente à une courbe par un point extérieur 
à cette courbe. 

Les coordonnées x, y du point de contact seront déterminées 
par la double condition de satisfaire à l'équation de la courbe 

et à l'équation générale de la tangente 

(a) /'(^)(ç_^)+/'(^)(,__^)=.o, 

OÙ l'on prendra pour 5, r? les coordonnées du point donné par où 
doit passer la tangente. On peut considérer les équations (i) et (2) 
comme représentant deux lieux géométriques, à l'Intersection 
desquels doit se trouver le point de contact cherché. 

Lorsque l'équation (i) est algébrique, on peut simplifier en gé- 
néral le problème, en remplaçant la seconde équation (2) par une 
autre de degré moins élevé. Soit, en effet, m le degré de la fonc- 
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tiony*(jr,j^)y supposée rationnelle et entière, et décomposons 
cette fonction en groupes homogènes ifmy Km.i» • • •« àe degrés 
m, m — I, . . - . L'équation (i) prendra la forme 

( 3 ) «^ -f- u„_ , -h . . . -+- If I -h «0 = o. 

On a, d'ailleurs, en appliquant à chaque groupe homogène le 
théorème d'Euler [322], 

OU, en combinant cette égalité avec Téquation (3) multipliée par 
— m, 

x/'i-r] -+- rf ix) = — «m~i — 2tt^_, — . . . — (m — i) tfi — mu^. 
Si Ton substitue cette valeur dans Téquation (2), celle-ci devient 

équation qui n'est plus que du degré m — i en x, j^. Donc les 
points de contact sont déterminés par la rencontre de la courbe 
donnée de degré m avec une autre courbe, représentée par l'équa- 
tion (4), et de degré m — i. Le nombre des systèmes de racines 
communes aux équations (i) et (4) étant en général m [m — i) 
[142], on en conclut que, par un point donné hors d'une courbe, 
on peut mener à cette courbe, en général, m^rn — i) tangentes, 
réelles ou imaginaires, m étant le degré de l'équation de la courbe. 
Si l'on applique ces résultats à une courbe du second degré, 
représentée par l'équation 

on voit que les 2(2 — i) = 2 points de contact des tangentes me- 
nées par le point (^^y?) sont donnés par la combinaison de l'équa- 
tion de la courbe avec l'équation 

Ç/'(jc) -^mflx) -4-2£/j?-+-2ej-r- 2/=o, 

qui est l'équation d'une droite, appelée corde de contact^ laquelle 
coïncide avec la polaire du point {X^tt). 



513. L'équation de la normale, 

l — x ^ ij—x 



TANGENTES DANS LE STSTÂMB DE COORDONNEES POLAIRES. 9 

n'est pas susceptible de la même simplification que celle de la 
tangente. On conclut de là que les pieds des normales menées à 
une courbe de degré m par un point donné sont déterminés par 
l'intersection de la courbe proposée avec une autre courbe de 
même degré m, ce qui donne généralement m^ solutions. Donc, 
par un point donné, on peut mener à une courbe de degré m, m^ 
normales, réelles ou imaginaires. 

514. Soit proposé maintenant de mener une tangente (ou une 

« _ 

normale) parallèle à une direction donnée. On cherchera pour 
cela les points de la courbe pour lesquels -~- aura une valeur don- 
née a. En remplaçant y' par cette valeur dans l'équation 

il vient 

/'(^)H-«/'(r)=0, 

équation de degré m — i , sif[x,y) est de degré m. Cette équation, 
combinée avec la proposée, déterminera ni[m — i) solutions, 
comme pour le cas de la tangente menée par un point donné 

[512J. 

515. Voyons maintenant comment on peut déterminer la tan- 
gente à des courbes rapportées à d'autres systèmes de coordonnées 
que le système rectilîgne. 

Considérons d'abord le cas des coordonnées polaires. Nous 
avons vu [194] que l'on détermine la tangente à une courbe rap- 

Fig. 35. 




portée à un tel système de coordonnées, au moyen de l'angle Q que 
fait la direction de la tangente, qui correspond au sens des angles/; 
croissants, avec le prolongement du rayon vecteur. Cet angle est 
égal à la limite de l'angle M'MR {fig. 35) ou à celle de l'angle 
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SM'R' = MM'N. Si Ton abaisse MN perpendiculaire sur OM', 
on a, en posant la corde MM'= ds, 

M'N = ^jcosMM'N. MN =: dlrsînMM'N. 

Or M'N = M'm -h wN, si Ton prend Om = OM, et nous avons 
vu [194] que mN est un infiniment petit du second ordre. On a 
donc, aux quantités près du second ordre, M'N = dr. On a pareil- 
lement, avec la même approximation, 

MN = r sin ^ = rdp — - — z=z rdp. 

dp 

Donc, en prenant au lieu de MM'N sa limite d, on aura 

dr=zdscosQj rdp=^ dssinO^ 

d'où Ton tire les formules 



ds ^^ yjdr^ -+- r* dp^ = dp ^r* -h /*, 

^ dr r' . ^ rdp r 

ces = — - := • 5 Sin :=: —f-~ = -^=z-- » 

ds ^r^^r'^ «* ^r^-^r'* 

rdp r 



tangd 



dr r' 



516. On peut encore obtenir tango en partant de Téquation de 
la tangente en coordonnées rectangulaires. Si Ton désigne par t 
Tangle de la tangente avec Tangle des x, on a 0= t — p. D'ail- 
leurs 

djr y 

xangT = 

Donc 



*'"s-=^' ^'"s/' = i 



xdy — ytlx rcosp d[r siny?) — rûnp d[r ces/?) 

xdx-t-ydy ï^(''*) 

d'où l'on tire la même valeur que ci-dessus. 
Ou bien encore 



cos 



/ X dx X dy Y ^d(r^) dr 

$z=C0s{r-p) = --- - + -^i:= ?— L_J:=: , 
^ ds r ds r rds ds 



et de même pour sinS. 

517. Il est quelquefois avantageux d'introduire, au lieu durayon 



S0U8-TAN6ENTES, ETC., POUR LES COORDONNÉES POLAIRES. II 

vecteur r, son inverse u = - • On a alors 



du dr 

u r 

d'où 

I !• dz) 


tangd 


udp u 
du u' 


ds— - yldu^ 4- u'dp^ = ^ Jtt* -h u'^. 



518. Si Ton prolonge la tangente et la normale jusqu'à la ren- 
contre, en T et en N {J^g' 36), de la perpendiculaire TON au 

Fig. 36. 




rayon vecteur, les segments OT,ON de cette perpendiculaire 
sont dits la sous-tangente et la sous-normale dans le système des 
coordonnées polaires. Les distances MT, MN, comptées à partir 
du point de contact, sont appelées la tangente et la normale. 

Chacun des triangles OMT, ONM étant semblable au triangle 
infînitésimal mMM', qui a pour côtés ds, dvj rdp^ on a les propor- 
tions 

ds : dr\ rdp r= T : r: S< = N : S„ : r, 



d'où l'on tire 



r^dp r* ^ I 

St — — -^ ru - := rtangô zr= ji 

dr r ° M 

dr u' 

S„= -=- =: r' =z r cot9 = -j 

dp u^ 

rds r 



ds 



N= ^- = y/r«-i-r" = v''>-t-Si|. 
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On peut se poser, relativement à ces lignes, les mêmes pro- 
blèmes que pour les lignes analogues du système des coordonnées 
rectangulaires [510]. Si Ton cherche, par exemple, la courbe pour 
laquelle la tangente est constante, T = a, on trouve qu'elle est 
représentée par les deux équations 

r = a ces/ , p = tangr — r, 

si Ton détermine la constante arbitraire de manière que p s'annule 
en même temps que t. 

519. Le lieu des extrémités T de la sous-tangente est donné par 
les équations 

2 

celui des extrémités N de la sous-normale, par les équations 

^ ^ «^ 'f 

Rr^S;,, p=^-+._. 

2 

La perpendiculaire g, abaissée de Torigine sur la tangente, a 
pour expression 



g=z rsinô 



r^dp 

~dr 



La perpendiculaire abaissée de Torigine sur la normale, laquelle 
est égale à la distance entre le point de contact et la projection de 
Torigine sur la tangente, a pour valeur 

rdr 



h = rcos6 = 



ds 



520. Supposons maintenant chaque point du plan déterminé 

Fig. 37. 




par ses distances r, R à deux points fixes a, A. i^fig* Sj). Une re- 
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lation y(r, R) = o entre r et R sera Féquation d'une certaine 
courbe. La tangente à cette courbe sera déterminée; lorsqu'on con- 
naîtra une relation entre les angles et 6 qu'elle fait avec les deux 
rayons vecteurs 7* et R. En abaissant du point M des perpendicu- 
laires sur les deux rayons vecteurs du point M' infiniment voisin 
de My et raisonnant comme dans le cas des coordonnées polaires 
ordinaires, les triangles infinitésimaux MlVr 71, MM'N donneront 

dr dR „ ^ COS0 </R 

as = = 5 d où =: — - 9 

ces 6 cosO cosO ar 

équation qui détermine la direction de la tangente. 

Exemples. — I. L'ellipse est représentée par l'équation 



d'où 



-— = — I , COSe = — COS0. 

iir 



La tangente est donc bissectrice de l'angle supplémentaire de 
l'angle des rayons vecteurs. 

IL L'équation de l'hyperbole R — r= :ta donne 

dK 

-— -i=:l, COS0 = COS9. 
ar 

La tangente est bissectrice de l'angle des rayons vecteurs. 

IIL Le cercle peut être représenté par l'équation - =a, d'où 

l'on tire 

cosO 



cosO 



= «. 



Les angles 9, sont les compléments des angles i\ I, que les deux 
rayons vecteurs forment avec la normale au cercle. On a donc 
entre ces derniers angles la relation 



sini 

-^—. =a. 



On tire de là une construction simple pour représenter la loi de 
la réfraction de la lumière. Si a est l'indice de réfraction d'un 



i4 
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milieu, construisons, par le procédé connu, le cercle qui a pour 

R" 

équation — = a. Si Ton mène par le point A {fig* 38) une droite 

âM faisant avec la normale un angle I égal à Tangle d'inci- 

Fig. 38. 




dence, la droite Ma fera avec cette normale un angle i égal à 
l'angle de réfraction, et AMa sera la déviation du rayon, 

S21. Si Ton prend pour coordonnées Tabscisse x et le rayon 
vecteur FM = r {fig* Sg) (ce qui revient à transporter à Tinfini 

Fig. 39. 




sur l'axe des x un des points fixes A, a du système du numéro 
précédent), en désignant toujours par et les angles que fait la 
tangente avec le rayon vecteur et avec l'axe des x, on aura, comme 
précédemment, 

ces© dx 



dr dx 

cosô ces© 



d'où 



ces 9 



Soit, par exemple, r=^ax l'équation d'une section conique 

rapportée à son foyer et à sa directrice. On aura alors = a, 

ou, si l'on appelle i et I les angles de la normale avec r et avec x. 
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-^-^=:a= -• Pour construire la normale, on prendra donc, sur 

MD, MG = MF = /'; on mènera GN parallèle à FM et égale à 
MD = a:; MN sera la normale cherchée. En menant MH perpen- 
diculaire à j: et = /', puis HT perpendiculaire à r et = a:, MT 
sera la tangente. 

522. Pour donner un exemple de l'emploi des coordonnées cur- 
vilignes, considérons deux coniques homofocales 

où Ton suppose \'^b^^yL^, Ces deux courbes se coupent or- 
thogonalement. En effet, les cosinus des angles que fait avec les 
axes la tangente à l'ellipse au point {oc y y) sont proportionnels aux 
différentielles dx, dj, tirées de Téquation de cette courbe. De 
même, les cosinus des angles de la tangente à l'hyperbole avec les 
axes sont proportionnels aux différentielles rf'x, d'jy tirées de 
l'équation de l'hyperbole. Or, des équations 

on tire, par multiplication, 

Les équations (i) donnent, par soustraction, 

et, y? — \k^ n'étant pas nul, la parenthèse s'évanouit, et, par suite, 
l'équation précédente devient 

dxdx -\- djdy r^ o, 

c'est-à-dire que les deux courbes se coupent à angles droits. 

Si l'on résout les équations (i) par rapport à a: et à j", on 
trouve 

Réciproquement; pour avoir les demi-axes X, jx des deux coni- 
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ques qui se coupent en un point (<3:,j^), on verra, en résolvant 
les équations (i) par rapport à X^ et à fx', que ces deux quantités 
sont les racines de Téquation 

lesquelles sont réelles et positives. 

On conclut de là qu'un système de valeurs de X et de /ut déter- 
mine un point du plan, et que, réciproquement, à chaque point 
du plan correspond un système de valeurs de X, jui. On peut donc 
prendre ces quantités X, [i comme des coordonnées propres à dé- 
terminer tous les points du plan, et une relation entre X et jm repré- 
sentera une courbe. 

On voit, en particulier, que X = const. représente une des 
ellipses homofocales, fx = const. une des hyperboles. 

Si nous considérons Tellipse X= const., on obtiendra les di- 
vers points de cette ellipse en faisant varier |u, ce qui donne, en 
vertu des équations (2), 

En désignant par d^s la corde infiniment petite de Fellipse, on a 
donc [508] _ 

d^s = ^d^x*-^d^^z= du y ^ri^t ' 

On trouvera de même, pour la corde infiniment petite de l'hyper- 
bole. 

Cela posé, soient M, M' {Jig. 4o) deux points infiniment voi- 




sins, pris sur une courbe quelconque/(X,fjt) = o. Menons par 
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ces points les ellipses de demi-axes X elX + dky et les hyperboles 
de demi-axes fz et /:x + rf/ix, ce qui formera le rectangle infinitési- 
mal MMiM'M'^, dont les côtés sont d^Sjd\s, et la diagonale la 
corde infînunent petite ds de la courbe. En désignant, de plus, 
par d l'angle de la tangente à la courbe avec la tangente à l'ellipse, 
ou la limite de l'angle de ds avec d^s, on aura 

A«= V+ ''v«'= l^*- .<^') {:^, + 2;i^.) . 






ds ds y X* — ^* ' ds ds \ b^— u} 



§ II- 
ASYMPTOTES REGTILIGNES DES COURBES PLANES. 

S23. On entend par asymptote rectiligne d'une courbe donnée 
une droite dont une branche infinie de la courbe s'approche indé- 
finiment. Supposons d'abord la courbe rapportée à des coordon- 
nées rectilignes. 

Évidemment il est indiflerent, dans ce cas, de compter la dis- 
tance d'un point de la courbe à l'asymptote suivant une perpen- 
diculaire ou suivant une oblique à cette asymptote, pourvu que 
ce soit suivant une direction faisant avec l'asymptote un dLUgleJini 
et difi<érent de zéro. On peut donc compter cette distance suivant 
une parallèle à l'axe des jr, toutes les fois que l'asymptote elle- 
même ne sera pas parallèle à cet axe. 

On est ainsi conduit à distinguer deux cas dans la recherche 
des asymptotes : celui où l'on cherche les asymptotes parallèles à 
l'axe des j^, et celui où l'on cherche les asymptotes non parallèles 
à cette direction. 

Remarquons que l'on pourrait ramener le premier cas au second, 
en échangeant entre eux les axes des x et des^. Et réciproque- 
ment, toutes les fois qu'il ne s'agit pas d'asymptotes parallèles à 
l'axe des x, on pourrait ramener le second cas au premier, en 
cherchant, par une transformation de coordonnées, quelle direc- 

H. — Cours de Cale, infinit., II. 2 
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lion il faudrait donner à Taxe des j- pour que la courbe admit 
des asymptotes parallèles à cet axe. 

52 1. Asjwptotes parallèles à taxe des y, — Supposons que 
le premier membre de l'équation de la courbe se présente sous la 
forme d'une série, composée d'un nombre fîni ou infini de termes, 
et ordonnée suivant les puissances décroissantes dej^; et, de plus, 
qu'aucun des coefficients de ce développement ne devienne 
infini pour les valeurs particulières de x que nous aurons à consi- 
dérer. Ce cas comprend évidemment celui des courbes algébriques 
dont on a ramené l'équation à la forme entière et rationnelle. 
Soit donc 

y/i(-^;-+-j'"/.(-^;-^---^o 

l'équation proposée, /, ///, . . . élant des nombres, entiers ou non, 
positifs ou négatifs, mais algébriquement décroissants, de sorte 
que l'on ait /^ z;/^. . . . Il faut chercher si l'équation peut être 
vérifiée en attribuant à la fois une valeur finie à Jc et une valeur 
infinie kj. 

Divisons le premier membre de l'équation par la plus haute 
puissance àe y, ce qui donne 

Il est clair que cette équation, dont tous les termes, à l'exception 
du premier, sont multipliés par des puissances négatives de j*, 
sera vérifiée, en donnant, d'une part, à x une valeur qui annule le 
premier termey*! [x) sans rendre les coefficients suivants /i {^)y' • • 
infinis, et, d'autre part, bij une valeur infinie. On obtiendra donc 
les abscisses auxquelles correspondent des asymptotes parallèles 
aux^, en égalant à zéro le coefficient de la plus haute puissance 
dej. 

Étant donnée, par exemple, l'équation du second degré 

ajc'^ -H bxy -\- ex -\' djr -^ e =z Oy 

on aura l'asymptote parallèle à l'axe desj^, en déterminant x par 
l'équation bx -f- c^ = o. 

Remarquons que, pour qu'une racine de l'équation ^i (x) = o 
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corresponde à une asymptote réelle de la courbe, il faut que la 
courbe ait une branche réelle dans le voisinage de cette asymptote. 
Ainsi, la courbe x^j - — ax -h i- = o n'ayant pas de points réels 
pour .r très-peu différent de zéro, on ne peut pas dire que Téqua- 
tion X' = o détermine des asymptotes de cette courbe. Cette re- 
marque s'étend aussi aux autres cas de détermination des asym- 
ptotes. 

525. asymptotes parallèles à Paxe des x. — On verra, abso- 
lument de la même manière, que les asymptotes parallèles à Taxe 
des X peuvent s'obtenir en ordonnant l'équation de la courbe sui- 
vant les puissances descendantes de ar, et égalant à zéro le coeffi- 
cient de la plus haute puissance de cette variable. — On peut, 
d'ailleurs, faire rentrer la recherche des asymptotes parallèles à 
l'axe des x dans le cas plus général qu'il nous reste à traiter. 

526. Asymptotes non parallèles à l'axe des y. — Nous allons 
traiter cette question dans la supposition que le premier membre 
de l'équation de la courbe soit ordonné en une série, finie ou in- 
finie, de groupes homogènes par rapport k x et ky, dont les de- 
grés forment une suite décroissante. 

L'équation peut se mettre immédiatement sous cette forme, 
toutes les fois que son premier membre est une fonction algé- 
brique, entière et rationnelle, de x et de /, ou plus généralement, 
de puissances quelconques x^yj^ de ces variables. Pour l'y rame- 
ner, s'il est possible, dans les autres cas, posons, dans l'équation 
F(j:,j^) = o, y=ztx, et développons la fonction F(x, fx) sui- 
vant les puissances descendantes de x. On obtiendra ainsi un dé- 
veloppement de la forme 

l,m, n, . . . étant des nombres algébriquement décroissants; et en 

y 

mettant pour ^ sa valeur *-» l'équation devient 



(0 ''ii)^^^{i)^^''^{z) 



-f- . , . =: o. 



Pour qu'une droite, représentée par l'équation 

y=:zax-^ b, 



2. 
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Kiit asymptote de la courbe, il faut que la différence 

entre l'ordonnée j' de la courbe et Tordonnée ax + 6 de la droite, 
M»it infiniment petite pour x infiniment grand. Or on a, en résol- 
vant la dernière équation par rapport au coefficient angulaire a, 

r b -^ t 
a = ^ , 

et puisque h-\-t doit avoir une limite finie h pour x = oo , on en 
conclut 

a =z lim - . 



a = « J^ 



On a ensuite, en mettant pour a la valeur constante ainsi déter- 
minée, 

b =zjr — ojc — f r= lim fjr — ax). 



x=* 



ci27. Si Ton divise Téquation (i) parla plus haute puissance de 
y, on a 



-+- . . = o. 



Cette équation sera satisfaite, si Ton suppose à la fois x infini et 
lim - égal à Tune des racines de Téquation 

3) y(a) = o, 

que Ton obtient en égalant à zéro l'ensemble des termes du degré 
le plus élevé, dans lesquels on fait x = i, j' = a. 

On suppose ici que Ton a préparé Téquation de telle manière 
qu^aucuue des fonctions ;f(a),^(a),...ne devienne infinie, lors- 
qu'on prend pour a une des racines de Téquation (3). 

S28. Pour déterminer maintenant l'ordonnée à l'origine b de 

l'asymptote, posons j^ — ax= (3, d'où - = a-h -j et considérons 

d'abord le cas où a est une racine simple de l'équation (3). On 
aura, à cause de f (a) = o, 

,g) = ê,(«..|). x(S)=.(-§) 
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D'après cela, Téquation (a), multipliée par x^ peut s'écrire sous la 
forme 

(4) j3/(a-H9|) + -jJ^x(« + |)+ •• = <>• 

Si la différence / — m entre les degrés des deux premiers groupes 
de Téquation (i) est plus grande que Tunité, cette équation de- 
vient, pour x = co j b = limjS, 

et, cp'(a) n'étant pas nul, on a i = o. Donc, dans ce cas, toutes les 
asymptotes de la courbe qui correspondent à des racines simples 
de (3) passent par l'origine. 
Si / — m == I , il vient alors 

f'(a) 

Si / — i7i<^i, avec ;f(flr) différent de zéro, l'équation, contenant 
un terme affecté de la puissance positive j:-^+'»+* de x, donnera, 
pour X = 00 , i = oo , et par conséquent il n'y aura pas d'asym- 
ptote pour cette direction. Tel est le cas que présente la courbe 

Mais si x(^) = ^f ®^ q^^ ^(^) ^^^^ ^* première des fonctions 
;f(a), ^{a)y . . ., qui ne s'annule pas pour la valeur considérée de 
a, l'équation deviendra 

et l'on en conclura i = o, r; — {y ^ > suivant que / — p sera 

5^. Supposons maintenant que a soit une racine double de 
(3), <f'(a) étant nul et <^'{a) différent de zéro. En poussant alors 

jusqu'au troisième terme le développement de cp ( a -f- - j» et mul- 
tipliant l'équation (li) par x^y il vient 
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Si / — /y»^ 2, (3* = o, et la double asymptote, correspondante à 
la racine double de Téquation (3), passera par l'origine. 
Si / — m = 2, on aura 

V f"[a} 

Si celte valeur est réelle, la courbe aura deux asymptotes distinctes, 
parallèles entre elles. 

Si / — m <^ 2, sans que ;j(a) soit nul, b est infini, et il n'y a pas 
d'asymptote pour celte valeur de a; mais si y^[a) = o, en dévelop- 
pant X (^ "^ ~ ) ' l'équation devient 

Si Ton a à la fois / — m^ i , / — /i> 2, i sera donné par une équa- 
tion du second degré. Si Tune des différences / — m — i, / — n — 2 
est négative, sans que x'(^) ^^ ^ (^) s'annulent, il n'y a pas d'asym- 
ptote, et ainsi de suite. 

On verra de la môme manière que, si a est une racine triple de 
l'équation (3), la valeur de b, lorsqu'elle est finie, est donnée par 
une équation du troisième degré, et ainsi de suite. 

530. jisymptotes des courbes rapportées à des coordonnées 
polaires. — Si une branche de courbe infinie a une asymptote 
rectiligne, alors, pour un point de cette branche infiniment éloigné, 
le rayon vecteur fera un angle infiniment petit avec Tasymptote, et 
sera infiniment grand; donc on aura r= ao pour une valeur dé- 
terminée a de Tangle /;, et cette valeur sera l'angle de Tasymptote 
avec l'axe des x. Par conséquent, on aura les directions qui peuvent 
correspondre à des asymptotes, en cherchant les valeurs a de l'angle p 

qui répondent à r = oo . 

Fiff. 4i. 




Il faut, de plus, que la distance MQ [fig^ 40 ^" point infini- 
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ment éloigné M, à la parallèle menée à l'asymptote par l'origine, 
tende vers une limite finie PQ, qui sera la distance de l'asymptote 
à l'origine. Celte distance MQ = î a pour valeur rsin(;? — «). Il 
faudra donc chercher la limite d pour pr=r. x et r = oo de l'ex- 

. / X / ^sinfp — a) , , j. 1 
pression rsin(;7 — «) =-r[p — a) -j-^ r-^> c est-a-dire la quan- 
tité 

r/=r lim r[p — a). 

531. Pour pouvoir traiter généralement la question, nous sup- 
poserons que Téquation entre r et p puisse ôtre ordonnée suivant 
les puissances décroissantes de r en une série finie ou infinie^ 
supposition qui revient à celle que nous avons admise [526] dans 
le cas des coordonnées rectilignes. Soit donc l'équation 

rfff[p) -t- r'^xip] -+- '•"^(/^) -f ...--= o, 

où l'on suppose l'^ in^ n^ . , ,. De plus, nous admettons que, 
en multipliant par un facteur convenable, on ait fait en sorte que 
les coefficients x(p)> 4'(/^)> • • • ^^ deviennent infinis pour aucune 
des valeurs particulières de p que l'on aura à considérer. 

En raisonnant comme nous l'avons fait [524] dans la recherche 
des asymptotes parallèles à l'axe des y y on voit que Ton obtiendra 
des valeurs p =. x, qui répondent aux valeurs infinies de r, en po- 
sant y(a) = o. 

Soit maintenant 

/? = «-+- s, 

et cherchons la limite d de r[p — ») = ''«• On a, en substituant 
à /? sa valeur a -f- £, et divisant par r'~*, 

d.f'{cc + Ot) -t- -j:^^ x(« + s) -+-. . .=^ o. 

Cette équation, étant entièrement semblable à l'équation (4) du 
n^ 528, donnera lieu à une discussion identique, sur laquelle il est 
inutile de revenir. 

Exemple. — Soit l'équation d'une section conique 

i -h e cosp =: o. 
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On a ici 

/ = 0, m = — I, f (/>) =:! -f- tf COS/I. 

L'équation ç(a) = o donrfe cosa = j valeur inadmissible pour 

e<^ I. On a ensuite 

valeur infinie pour e = i , finie pour c ]> 1 . 

532. Limite de la tangente en un point d'une branche infinie, 
— Si la tangente à une branche de courbe tend vers une position 
limite déterminée, lorsque le point de contact s'éloigne indéfini- 
ment, cette position limite sera, en général, une asymptote à la 
courbe. Nous allons le démontrer pour le cas où Téquation peut 
être ordonnée suivant les puissances décroissantes de y ou déve- 
loppée en série de groupes homogènes de degrés décroissants, 
comme nous Tavons fait pour traiter la théorie des asymptotes. 

I. Supposons d'abord l'équation mise, comme au n^ 524, sous 
la forme 

On tire de cette équation 



a 



iy 



/[/;w+p^/,'w+---] 



Cette valeur devient infinie si l'on prend pour x une valeur Xi, 
pour laquelle on ait à la fois f [xt ) = o, j' = 00 , en supposant 
/l{Xi ) différent de zéro. Alors l'équation de la tangente 

Ç-^=^('=-r) 

dx 

se réduit à g = oti, et la tangente coïncide avec Tasymptote paral- 
lèle à l'axe des^, déterminée au n^ 524. 

On traiterait de même le cas où l'équation serait ordonnée sui- 
vant les puissances décroissantes de x. 
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533. IL Dans le cas d'une tangente limite non parallèle à Taxe 
des j', la règle de la recherche des vraies valeurs [381] donne, 
pour j: et^ infinis , 

hm -f- = lim - ; 
dx X 

dy 
donc , lorsque ~- tendra, pour j: et j^ infinis, vers une limite dé- 

€JLJC 

y 

X 

le coefficient angulaire de l'asymptote. 

Pour l'ordonnée à l'origine de la tangente, on a 



terminée, cette limite sera la même que celle de -> c'est-à-dire que 



mais, comme -j- n'est jamais égal à sa limite a, mais en dififère 

d'un infiniment petit e, on ne peut pas, sous cette forme générale, 
affirmer que limy]o=Hm[j — (a-i-e)j:] sera toujours égale à 
l'ordonnée à l'origine de l'asymptote, lim(j^ — ax\ Nous verrons, 
en effet, qu'il peut exister, dans certains cas, une asymptote, sans 
que la tangente à la branche infinie tende vers une limite fixe. 

Considérons le cas où l'équation peut se mettre sous la forme (i) 
dun«>526. 

On en tire 

ou, en retranchant du second membre le produit nul 

Ensuite 
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donc 

dy àx y x'-'" '^ \x/ "^ 

Si donc - tend vers une limite finie a, qui ne rende infinie au- 

cune des fonctions x(^)> • • • > ^^ 9^^ n'annule pas cy'(a), -^ tendra 
vers la même limite, d'où 

dx X 

C'est ce qui aura lieu encore, si l'on a y'(«) = o, avec j^(a) r= o et 
^[ci) difi'érent de zéro, etc. 

On a ensuite, pour l'ordonnée à l'origine de la tangente, 



ar 



l — m 

dy .j.t-m-i y- 



;j) 



?'(i) + .^^-'(i) 



Dans le cas où ^{a) ne sera pas nul, cette expression aura, comme 
l'ordonnée à l'origine de l'asymptote, pour limite 

selon qu'on aura / — m }> i , = i , <C i • 

Les cas exceptionnels de cette formule donneraient lieu à une 
discussion analogue à celle que nous avons faite pour les asym- 
ptotes [528, 529]. 

534. Si la courbe est rapportée à des coordonnées polaires, et 




que la tangente ait une limite fixe HI ^fig> 42)» ^^ distance OH 
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de celle limite à Torigine sera la limite de la perpendiculaire 
abaissée de Torigine sur la tangente, c'est-à-dire lim/'sinô; ou 
encore ce sera la limite de la sous-tangente OT, c'est-à-dire 

lîm,tanga = lin,J. 

On cherchera donc d'abord, comme dans la théorie des asym- 
ptotes, la valeur de p pour laquelle /' =. oo . On examinera ensuite 

si -7 tend vers une limite finie, lorsque p approche de sa limite a. 

Or, en supposant, comme au n** 531 , l'équation ordonnée suivant 
les puissances décroissantes de /*, on trouvera, par une réduction 
analogue à celle du numéro précédent, 



d'où 

/—m 



expression qui, en supposant 9' (a) différent de zéro, aura, pour 
p x=. X, la même valeur limite que d [531 ]. 

535. On peut donc obtenir généralement les asymptotes, en 
cherchant les limites des tangentes à l'infini, quand ces limites 
existent. 

Exemples. — I. Soit la courbe 



On a d'abord 



y 
y^ =zi COS — • 



j:sm 'trr 

dy _ ^ 

dx , y 

jsm- 

X 



Or, pour jc = X , ^ étant fini. 



. y 

sin — 



lim f j: sin — ) = lim I y j =r: lim^ = zh 



X 
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Donc Km -/• = o : ensuite 
dx 

dr ix^r 

dx .y 

i2.x^Y — xsin — 

quantité qui a pour limite Yxiay = =h i ; donc la courbe a pour 
tangentes limites à Tinfini les droites ^= 4- i, j" = — i, qui sont 
les asymptotes. 

II. Soit la spirale hyperbolique r = -- On a r = oo pour 

»=a = o. Ensuite r'= -^ d'où Sf= — a; donc la sous- 

P 

tangente a pour limite — a, ce qui détermine la tangente limite 
ou Tasymptote. 

536. Il y a des cas où la courbe a une asymptote, sans que pour 
cela la tangente à Tinfini tende vers une limite déterminée. Consi- 
dérons, par exemple, la courbe qui a pour équation 

a -+- sinx 

•>' = —>—' 

a étant ]> i et /» positif. On a d'abord j^ = o pour x infini ; donc 
Taxe des x est une asymptote. Mais, si Ton cherche la limite de 
la tangente, on trouve bien que 

dy cosx Aw{a + sin.r) 

dx ■" x"' jt'"-»-* 

a toujours pour limite zéro ; mais l'ordonnée à l'origine de la tan- 
gente 

dy (i — m][a -\- sin.r) cos.r 

aura pour limite 

„ cosjr 
— 11m : t 

quantité nulle pour m ^ i (auquel cas la limite de la tangente est 
l'asymptote), indéterminée et oscillant entre — i et H- i pour 
m = i , oscillant entre — 00 et + 00 pour m <[ i . 

Pour nous rendre compte de cette circonstance, remarquons que, 
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dans les environs du point de contact, situé à une distance infini- 

dy m m m Y 

ment grande de l'origine, — ayant pour limite lim -i et le point 

de contact étant infiniment voisin de Tasymptote, la tangente, dans 
un intervalle fini à partir de ce point de contact, difilérera infini- 
ment peu de Tasymptote. Mais, si l'on remonte jusqu'à l'axe des^, 
situé à une distance infiniment grande du point de contact, l'or- 
donnée de la tangente par rapport à l'asymptote sera le produit 
d'un coefficient angulaire infiniment petit par une abscisse infini- 
ment grande. Or rien ne prouve donc que ce produit ait pour 
limite zéro, ni qu'il tende vers une limite déterminée. 

§ in. 

LONGUEUR d'un ARC DE COURBE. ANGLE DE CONTINGENCE. 

DÉTERMINATION DU SENS DE LA CONCAVITÉ d'uNE COURBE. 

537. On sait, par la XX* proposition du P"^ Livre d'Euclide, 
que dans un triangle un côté quelconque est moindre que la 
somme des deux autres, d'où il résulte : i** que la différence 
de deux côtés d'un triangle est moindre que le troisième côté; 
2® qu'un côté quelconque d'un polygone fermé est moindre que la 
somme de tous les autres. 

Si donc un triangle a un seul angle infiniment petit, la différence 
entre les côtés qui comprennent cet angle est moindre que le troi- 
sième côté, et, comme celui-ci est infiniment petit par rapport à 
chacun des deux autres, il s'ensuit que la différence des côtés qui 
comprennent l'angle infiniment petit est infiniment petite par 
rapport à chacun de ces deux côtés ; ou, en d'autres termes, que 
les deux côtés d'un angle infiniment petit d'un triangle, dont les 
deux autres angles sont finis, diffèrent entre eux infiniment peu. 

Si l'un des deux angles finis est droit, cette différence est même 
infiniment petite du second ordre par rapport -à chacun de ces 
côtés; car, a, i, c étant les côtés d'un triangle rectangle, 

a«-A«=c«, d'où = z(-l5 

a a-\- o\a J 

quantité infiniment petite du second ordre, si c est infiniment petit 
par rapport à a. 
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On en conclut que, si un triangle a deux de ses angles infini- 
ment petits, la différence entre le plus grand côté et la somme des 
deux autres est infiniment petite du second ordre par rapport à ce 
plus grand côté. 

11 en est de même pour la différence entre un côté d'un poly- 
gone et la somme de tous les autres, lorsque tous ceux-ci forment 
avec le premier des angles infiniment petits. 

838. Soit donné un arc de courbe plane. Nous supposerons cet 
arc connexe, c'est-à-dire tel qu'un rayon vecteur, mené par un 
point fixe, parallèlement à chaque position de la tangente, tandis 
que le point de contact parcourt l'arc d'une extrémité à l'autre, se 
déplace en tournant toujours dans le même sens, sans jamais re- 
venir en arrière. 

Admettons, en outre, pour plus de simplicité, que l'arc soit tel 
que l'angle des deux positions extrêmes du rayon parallèle à la 
tangente soit moindre que deux angles droits, de sorte que les tan- 
gentes extrêmes et la corde de l'arc forment un triangle contenant 
l'arc dans son intérieur. 

Si ces conditions n'étalent pas remplies, on partagerait l'arc en 
portions pour lesquelles les deux conditions eussent lieu. 

Si à cet arc AB on inscrit et l'on circonscrit deux polygones 
quelconques, les longueurs des périmètres de ces polygones seront 
toujours comprises entre celle de la corde AB et la somme AT -h TB 
des tangentes extrêmes. Donc ces périmètres auront toujours des 
longueurs finies, quels que soient les nombres de leurs côtés. 

Si l'on subdivise les arcs, en introduisant de nouveaux sommets 
et de nouveaux points de contact, le périmètre du polygone in- 
scrit augmente, celui du polygone circonscrit diminue, et, de plus, 
le périmètre du polygone inscrit est toujours moindre que celui 
du polygone circonscrit. 

Soit maintenant AM {Jig. 43) un arc infiniment petit. La corde 
AM fera un angle infiniment petit avec la tangente en un point 
quelconque de Tare AM, ainsi qu'avec toute corde sous-tendant 
une portion quelconque de l'arc AM. Il résulte de là : i** que 
la corde infiniment petite AM diffère infiniment peu de toute 
portion de polygone infinitésimal circonscrit à la courbe, com- 
prise entre les ordonnées des extrémités A et M; a^ que cette 
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corde diffère inûniment peu de toute ligne polygonale inscrite dans 
l'arc AM. 

Il s'ensuit de là que la somme des cordes infiniment petites, ou 
le périmètre d'un polygone inscrit, dont tous les côtés sont infini- 
ment petits, diffère infiniment peu du périmètre d'un polygone 




infinitésimal circonscrit au même arc fini ÂB. Si donc on multi- 
plie indéfiniment le nombre des côtés des deux polygones, les deux 
périmètres, l'un croissant, l'autre décroissant, et différant l'un de 
l'autre infiniment peu, tendront vers une limite commune, plus 
grande que chacun des polygones inscrits, plus petite que chacun 
des polygones circonscrits. 

On verrait, d'ailleurs, par un raisonnement tout pareil à celui 
du n° 237, que celle limite est indépendante du mode de subdivi- 
sion de l'arc en parties infiniment petites par les sommets du po- 
lygone inscrit ou les points de contact du polygone circonscrit. 

Cette limite commune des périmèlres des polygones inscrits et 
circonscrits à un arc de courbe est ce qu'on nomme la longueur 
de l'arc de courbe. 

Cette limite jouit de toutes les propriétés des polygones inscrits 
et circonscrits, indépendantes du nombre des côtés. 

539. Si l'on considère un arc infiniment petit, compris entre les 

points {xjj) et [x -\' dxy j -\^ dj), sa corde ds --= yjdx^ -f- r/j * 
différera infiniment peu d'un polygone quelconque, inscrit ou cir- 
conscrit à cet arc. Elle différera donc aussi infiniment peu de la 
longueur de l'arc ; donc on peul, aux infiniment petits près d*ordre 
supérieur au premier, prendre la corde ds pour la longueur 
même de l'arc infiniment petit, et la longueur d'un arc fini sera 
égale à la limite de la somme de ces éléments infiniment petits ds. 
Ainsi la longueur d'un arc de courbe dont les extrémités ont 
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pour abscisses Xo et X sera exprimée par Tintégrale 

J^« = X /»X /»X 

Remarquons, de plus, que la différence entre la corde et un 
quelconque des polygones inscrits ou circonscrits à Tare infinité- 
simal, est infiniment petite du second ordre par rapport à la 
corde; elle est donc, absolument parlant, du troisième ordre. Donc 
un arc infiniment petit diffère de sa corde d^un infiniment petit 
du troisième ordre. 

540. Le calcul de Fintégrale qui exprime la longueur d'un arc 
de courbe constitue le problème de la rectification de cette courbe. 
Donnons-en quelques exemples. 

I. Soit la parabole cubique 

On a 
d'où 

ds'-^dx^ -f- |4 ^x*— ^i -h I À dx\ 



la constante arbitraire dépendant de l'origine à partir de laquelle 
on mesure l'arc. 

II. Soit la cycloïde représentée par les équations 

X =: a[t -\- ûnt)^ jr=:a[i — cos/). 

On a 

dx z=z adt[i-^co%t)^ djr = asiatdt, 

d'où 

dx*=a*[i — cost) (i -h co%t) dt* = ax[i -+■ cosr)^/*, 

d>*=^x*H-^7* = a*</r*[(n-cosf)*-hsinV]=:2aVr*(i-4-cosr)z= — dj*, 

et par suite, en comptant l'arc à partir du sommet de la courbe, 



Ja SX 
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m. L'équation de la spirale d'Archimède étant r = ap^ on en 
tire dr = adpj et par suite [515] 

ds*=zdr*'h r*dp^=a*dp*(i'{'P^)^ d'où sz=af(ip^i -h/>*. 
Si Ton pose /? = Sh(f , il vient 

ou enfin, en comptant Tare 5 à partir de Torigine, ce qui donne 
C = o, 

541. Soient M(a:,j^), M'(x4-A,^i) deux points infiniment 
voisins, pris sur une courbe j^=y(j:). Désignons, sans distinc- 
tion, par e toute quantité qui devient infiniment petite en même 
temps que h. On aura, en poussant plus ou moins loin le dévelop- 
pement par la série de Taylor, 

Ayant ainsi les tangentes des angles M'Mx, TMx, T'M'j: {fig» 44)> 




on en tire, pour les tangentes des difi<érences de ces angles deux à 
deux, 

ungM'MT= ^^yr*' =-^-^(1 + .). 

H. — Cours dâ Cale, infin,, II. 3 
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On a donc y à des infiniment petils du second ordre près, 

M'MA=:: MM'A r= 1 T AT. 

2 

L*angle M'AT de deux tangentes infiniment voisines s^appelle 
Yangle de contingence. On peut le considérer comme égal à sa 
tangente, et il vient, en désignant cet angle par ^r, 

I -h r * 



C'est ce que Ton aurait pu obtenir directement, en différentiant 

Téquation 

T = arctaDgy. 

On voit, en même temps, que le triangle AMM ' est isoscèle, de 
sorte que les tangentes issues d'up point infiniment voisin de la 
courbe sont égales (aux infiniment petits près d'ordre supérieur 
au premier). 

L'angle M'MT de la corde avec la tangente est égal à la moitié 
de l'angle de contingence correspondant à l'arc sous-tendu par 
cette corde. 

Le rapport -î-^ — étant infiniment peu difl*érent dej', on peut 
écrire, en remplaçant h par dx, j^ — j par rfy, 

tangrAT^tangrf.= _— 
c'est-à-dire 

542. On a ensuite, pour la distance du point A à la corde, 
AP = i MM' tangTMM' = - — (n- s) = i dsdr, 

^ 2 2 t^ 

aux infiniment petits près du troisième ordre, c'est-à-dire 

■* 4 ds 
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L'aire du triangle des deux tangentes est 

AMM' = i MM'. AP = ^ ds^d-^ ^Ly^'djc». 

La flèche PQ = - MM' tangQMM'. Or le point Q correspond 

à une abscisse égale à x H — h, aux infiniment petits près de l'ordre 

de PA, c'est-à-dire aux infiniment petits près du second ordre. 
On a donc, h différant infiniment peu de h\ 



ta„gQMx = -^i±±i|lzi^=/ + .=y+|(r'4-.). 



Donc 



tangQMM'= taogfM'Mx ~ QMo:) = 7 ^y''{^'^^) _. » ^ 



d'où 



PQ = i dsdr = QA = - AP, 
o a 



comme cela a lieu pour la flèche d'un arc fini de parabole, menée 
parallèlement à l'axe. 

543. Soit ix{x -\- ^, jr -{- Yi) un point de l'arc MM'. On aura 

quantité qui ne diffère que d'un infiniment petit du troisième 
ordre de l'ordonnée d'une parabole ayant son axe parallèle à l'axe 
des j^. L'élément d'aire du segment MAM' difi^ère donc infiniment 

peu de l'élément d'aire f/'Ç H — j"V] ^1 ^^ cette parabole; donc, 
d'après une propriété connue de la parabole, l'aire du segment MQM' 
est les X du triangle MAM', et a pour valeur — y"dx^, 

544. La différence 

MA-MP= !!r... (i-cosM-MA)r^i-^l^.i(!^y^-L^^^t; 

cosM'MA^ ' cos-J-r/- 2\2/ 16 

3. 
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donc la différence entre la somme des tangentes et la corde 



MAM' — MPM' = i d> <iT« 

o 



est du troisième ordre, et il en est de même, à plus forte raison , 
de la différence entre Tare et la corde. 

On peut d*ailleurs calculer cette différence directement. On a, 
aux infiniment petits près du quatrième ordre, 



^ h 

arcMM 



U Q V * ~^ X 



a 

h 



En prenant la différence entre ces deux valeurs, on a 



corde M M 



arc 



— corde= -îr/iV' -^ /'* ( — ^— 7iV= "V dsd^-, 
24 ^ •" \i-f-j'7 24 



donc la différence entre Tare et la corde est le tiers de la différence 
entre la corde et la somme des tangentes menées à ses extrémités. 

545. Soit M''(j: -h/i-H Ai,j'2) {fis* ^^) ^^ nouveau point de 
la courbe. Si Ton mène la corde M'M^', on aura 

tangM'^M'^ = — ^- — '^ ^ =f[^ + /<) 4- « = j' -h « 

=/'(x + h] + ^ [/" W + .] =/'{.r) + "tlLth (_,» + .), 
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d'où 

tangM^M'M,= ^, = ^^^-^'—^, (n- •). 

quantité égale à tangM^AT, lorsque A| est égal à h, ou infiniment 
peu différent de h, comme cela arrive lorsque la différentielle de x 

Fig. 45. 




est constante, ou qu'elle correspond à un accroissement constant 
d'une variable dont x est une fonction continue. Donc, lorsque h 
est constant ou varie d'une manière continue, l'angle de deux 
cordes consécutives, infiniment peu différentes entre elles, est égal 
à l'angle de contingence. 
Autrement, on a 



dZL^I=.d[x'-^s)^ 



d'où 



a arc tong * — - — = ^-j—- = (i -f- « w/arc tangj', 

Il I -+- \y -r- ly ^ 



c'est-à-dire = (i -h î)rfT. 

546. Sens de la concavité d'une courbe. — Une courbe est dite 
concave vers le haut (ou coni^exe vers le bas) y lorsque, dans le voi- 
sinage du point considéré, elle est située au-dessus de la tangente 
en ce point. Elle est dite, au contraire, concave vers le bas (ou 
convexe vers le haut) y lorsqu'elle est située au-dessous de la tan- 
gente. 

La courbe sera concave vers le haut si, pour une abscisse x+h 
infiniment voisine de l'abscisse x du point de contact, l'ordonnée Y 
de la courbe est algébriquement plus grande que l'ordonnée m de 
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la tangente. Or on a, pour Tabscisse j: + A, 

A* 

2 

d'où Ton tire 

quantité qui, pour h assez petit et ^ '^ différent de zéro, sera de 
même signe que j"; donc, pour ')">o, la courbe est concave 
vers le haut. Au contraire, pour^"<^o, la courbe sera concave 
vers le bas. 

547. On peut estimer de la même manière le sens de la conca- 
vité par rapport à la direction des abscisses positives. Si 

est positif, la courbe tournera sa concavité du côté des x positifs 
ou vers la droite; si x"<^Oy la courbe sera concave vers la gauche. 
Remarquons que la quantité x" est de même signe que 

ou encore de même signe que — — ,-• 

548. Si ^ " est de même signe que y y ou si Ton a yj "]> o, la 
courbe sera com^exe vers l'axe des x. Si jy" <^Oj elle sera con- 
cave vers Vaxe des x. 

De même, elle sera coni^exe ou concave vers l'axe desy, suivant 
que xx^' sera positif ou négatif. 

Exemple. — Considérons la cycloïde allongée ou raccourcie, 
représentée par les deux équations 

a; = a[ni — sint)^ j- = a[i — cos/). 

On tire de. ces équations 

cLr=iadt[n — cosr), dy z=i adt.ûnt. d'où r'= j 

dr'=: ■ dt, d où r"= —, r; • 
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Pour n<^ I, ce qui est le cas de la cycloïde raccourcie, y" change 

de signe avec n — cosfy et la concasfité change de sens. Pour 

71 ^ I, ce qui répond à la cycloïde allongée, c'est le numérateur 

de y"j au lieu du dénominateur, qui change de signe. Pour tz = i , 

^ ^ est toujours négatif, et la courbe toujours convexe vers le bas. 

Le sens de la concavité relativement aux x dépend du signe 

j y" ncost — I , > j. j . 1 

du rapport — ^= : — -, :^i c est-à-dire du sigiie de 

^'^ jr' asint(n — cos^J* ° 

I — ncost 

..^— _— ^— — ^_— • 

sint 

Remarquons que la détermination du sens de la concavité d'une 
courbe revient à examiner si j' croît dans le même sens que x ou 
en sens contraire. 

549. Points d'inflexion, — Si j" s'annule, alors la différence 

changera de signe avec A, de sorte que, d'un côté du point de con- 
tact, la courbe est au-dessus de la tangente, tandis que, de l'autre 
côté, elle est au-dessous. On dit alors que la courbe présente un 
point d'inflexion. 

Remarquons que les conditions d'existence d'un point d'in- 
flexion reviennent à celles-ci Dxj''=o, D'j^' différent de zéro. 
Ce sont là précisément les conditions du maximum ou du minimum 
àey'j comme on pouvait le prévoir a priori. 

Si y'" s'annule en même temps que j", il faut alors, pour qu'il 
y ait inflexion, que la première des dérivées suivantes qui ne s'an- 
nule pas soit d'ordre impair. 

Cela revient à chercher la condition pour que j" change de signe 
lorsqu'on passe de l'abscisse x — A à l'abscisse x -{- A, c'est-à-dire 
pour que la concavité de la courbe change de sens. C'est là le seul 
caractère que l'on puisse employer dans le cas où le minimum de 
y* correspondrait k y"=. oo [392]. 

La règle serait en défaut si la valeur j " = oo , même accompa- 
gnée d'un changement dans le sens de la concavité, correspondait 
à un maximum ou à un minimum de x. Dans ce cas, pour juger 
s'il y a inflexion, on examinerait s'il y a changement de sens de la 
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concavité dans la direction des x, c'est-à-dire s'il y a changement 



yJf 

de signe àej'j" ou de ^ [547]. 



550. Exemples, — I. La courbe^ = — — a une inflexion pour 



c'est-à-dire pour a: = 3. 

IL La courbe y ^=.x^ — x* a deux points d'inflexion pour 



-=±v/g 



III. Si l'on considère la cycloïde allongée ou raccourcie [548], 

on aj^"= o pour cos^o = -» ce qui ne peut convenir qu'au cas de 

71 > I ou de la cycloïde allongée. On voit bien, dans ce cas, que y 
change de signe avec t — to, et par suite avec hz=.x — Xq. 

Dans le cas de la cycloïde raccourcie, j^'' devient infini et change 

de signe pour cost = n\ mais alors — s'annule et change aussi de 

signe ; donc x passe par un maximum ou par un minimum. D'autre 

r" 
part, ^—j ne change pas de signe, ce qui montre que la valeur 

cos£ = 7z ne correspond pas à une inflexion. 

Pour la cycloïde ordinaire, 72 = i, r" = ; rr» valeur 

toujours négative; donc la courbe est toujours concave vers le bas, 
et n'a pas d'inflexion. Pour i = o, on ^y" =, oo , valeur qui corres- 
pond à un point de rebroussement. 

551. Si la courbe est rapportée à des coordonnées polaires, le 
sens de la concavité par rapport à l'origine sera donné par le signe 
de la différence OT — OM' {fig* 4^) entre les rayons vecteurs de 
la courbe et de la tangente dans le voisinage du point de contact. 
Or, en menant MN perpendiculaire sur OM', on a 

MTN = Ô — h, 0M'= r4- rfr == r -f- r'Â -h ~ (r^-l- f)/i«, ON = r cos/i, 



POINTS d'inflexion. il 

d'où 



M'N = r(i — cos/i) + r'A -4- i [r" -^ i}hK 



On a ensuite 



TN = r8in/<cot(ô — /i) = rsin/i cote + ^-r-^h 
z=r'sinh-{ /i«(i -h*). 



On a d'ailleurs, aux infiniment petits près du troisième ordre, 

1 — cos/i = - /i*, sin/i = /i ; 

2 

donc 

2 2 r ^ 2r 

Cette expression peut se mettre sous la forme 

1 ;../,« (L -4- D« -") = —, (« + «"), 

2 \r '^r/ 2tt' ^ 

I 
en posant u=: -^ 

C'est donc le signe de m 4- m'' qui déterminera le sens de la con- 
cavité. Pour u+u''>o, la courbe sera concave vers l'origine; 

Fig. 46. 




pour u -h u"<^ o, elle sera convexe vers l'origine, dans l'hypothèse 
de r et de u positifs. Si r et u étaient négatifs, on aurait dû prendre 
la différence entre M'O et CT en sens contraire, et la courbe se- 
rait concave ou convexe vers l'origine suivant que u -4- u" serait 
négatif ou positif. 

Si l'on considère, par exemple, une section conique 

^K = I -4- tf cosp, 
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on a 

ku" = — e COSI7, d'où tt -4- II" = - > G ; 

A 

donc la courbe est concave vers Torigine lorsque le rayon vecteur 
est positif, convexe lorsqu'il est négatif. 

Les points d'inflexion sont donnés par la condition que M'T 
change de signe avec h. Il faut pour cela que u-hu^ change de 
signe, et par suite qu'il s'annule en général, et quelquefois qu'il 
devienne infini. 

§iv. 

COUaBURE DES COURBES PLANES. 

552. L'angle TAT', dont dévie la tangente aune courbe lorsque 
le point de contact passe d'une extrémité à l'autre d'un arc MM' 
{Jig* 47 )> s'appelle la courbure absolue de cet arc. Cet angle est 
égal à l'angle MOM', que font entre elles les normales menées aux 
extrémités de l'arc. 

Si la courbe est un cercle de rayon p, on a, en désignant par s 

Fig. 47. 




la longueur de l'arc MM', et par 9 la courbure absolue de cet arc, 

s — Qp, 6 = -', 

donc, dans un même cercle, la courbure absolue est proportion- 
nelle à l'arc. Pour une même longueur d'arc prise dans des cercles 
différents, elle est inversement proportionnelle au rayon du cercle. 
La courbure spécifique d'un cercle est la courbure absolue d'un 

arc égal à l'unité de longueur. Elle est donc représentée par-- 
Si maintenant s désigne un arc quelconque de cercle, et que soit 
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sa courbure absolue, comme on a ^ = 6pf il s^ensuivra que la cour- 
bure spécifique du cercle sera exprimée par le rapport 

1— ^. 

Dans le cas d'une courbe quelconque, le rapport - sera dit la 

courbure moyenne de l'arc de longueur j, dont est la courbure 
absolue. Ce sera la courbure spécifique d'un cercle qui, pour une 
même longueur d'arc, présenterait la même courbure absolue. 
Si l'arc s est infiniment petit, la quantité 

- = lim - 

P ^ 

sera la courbure du cercle de même courbure spécifique que l'arc 
infiniment petit s. C'est ce qu'on appellera simplement la courbure 
de la courbe au point considéré. Le rayon p ainsi déterminé se 
nomme le rayon de courbure. Si, sur la normale au point M, on 
porte, dans le sens de la concavité de la courbe, une longueur 
OM = p, le point O sera le centre de courbure, et le cercle décrit 
de ce centre et du rayon p sera le cercle de courbure. 

En appelant t l'angle que fait la tangente en M avec une direc- 
tion fixe quelconque, la variation dx de cet angle sera la déviation 
infiniment petite de la tangente, en passant d'une extrémité à 
l'autre de l'arc ds. On pourra donc mettre les expressions de la 
courbure et du rayon de c(^urbure sous la forme 

I fir fis 

p ds " dr 

Ainsi le rayon de courbure est égal à l'élément d'arc divisé par 
l'angle de contingence [541 ]. 

553. Le centre de courbure est la limite du point d'intersection 
de la normale en M avec la normale en un point infiniment voisin. 
Eln effet, les quatre points M, O, M^ A étant sur un même cercle, 
l'angle inscrit MOM' a pour mesure l'arc de cercle MAM', divisé 
par le diamètre OA. En posant donc MOM'=:TAT'= 9, on a 

arcMAM' 



A0 = 



e 
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Maisy pour MlVf infiniment petit, chacun des arcs qui aboutissent 
aux mêmes extrémités M , M' diffère infiniment peu de la corde 
commune [537, 544], et, par conséquent, ces arcs difierent infi- 
niment peu entre eux. On peut donc, dans la limite de rapport, 
remplacer Tare de cercle MAM' par Tare de courbe MBM' ou ds. 

On a donc 

ds 
lim AO 1= lim MO = lim -— = o , 

et, par conséquent, le point O a pour limite le centre de courbure. 

554. Si Ton prend, pour fixer la direction de la tangente, son 
angle avec Taxe des x, on a 



d'où 






dx* 
d7z=cos*7dy= ~- df. 



comme nous Tavions trouvé au n** 534. Donc 



I 

p 

(1) 


dr dr^dr' 
ds ds^ 

ds^ 


(dry dy 

\ds) 'dx' 
ds^ 


en posant [302 


'' dr 

dx^ d y~ 

dx 

Y — — 

•^ dx 


y dx^ ' 

de 

'■ dx ' 



d^y 
ce qui revient à j^''= ^-^» lorsque la variable indépendante est x. 

On peut encore écrire 



I y" f I -4- y* ) 






P (l4-/«)* ^ 

ds 

Si Ton désigne par N la longueur de la normale y — [509], on 

ox 

aura la relation ' 

1 x^.r" IN' 



P = 



JN* r y,^ 



.-3 a/-" 
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555. Calculons maintenant les coordonnées du centre de cour- 
bure. Ce centre est sur la normale, qui a pour équation [507] 

Le carré de la distance de ce centre (|, 7}) au point {x^j-) est 
On a donc 



g-^ _ ^-r ^ v/(g-x)«-i-(>î-r)' . _p 



(iX dr ^^1 ^ dy% ds 



» 



d'où Ton tire les valeurs de ^ — x^ri — y^ mais avec une ambiguïté 
de signe. Pour lever celte ambiguïté, rappelons-nous que la for- 

mule (i) du numéro précédent, p= v^^ ^ donne pour pdx une 

valeur positive ou négative, suivant que la courbe sera concave 
vers le haut ou vers le bas [546]. Or le centre de courbure étant 
dans la concavité, fi — y doit être de même signe que j^'', et, par 
suite, que pdx. Donc il faut prendre le signe supérieur, ce qui 
donne 

dy ds^dr dx ds^ 



ds y'dx' •" ^ ds f'djc^ 

556. On peut arriver au même résultat, en cherchant la limite 
de rintersection de deux normales infiniment voisines. 
Soit, en général, 

Féquation d^une ligne, dans laquelle ^, y] sont les coordonnées va- 
riables, et X, jj qui jouent le rôle de paramètres, les coordonnées 
d'un point donné sur une autre courbe donnée. Si l'on passe du 
point {xjj) au point infiniment voisin [x -^ dx , j -{- dj) de la 
même courbe, l'équation V== o devient 

la différence dY ou rfx,/V, étant prise par rapport à x^jy en lais- 
sant 5, y] constants. Pour avoir l'intersection des deux lieux infini- 
ment voisins 

V—o, V-H^/V = o, 
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il faut considérer ces deux équations comme existant simulta- 
nément, ce qui revient à poser à la fois 

V=o, rfV=o, 

et, de ces deux dernières équations, on tirera les valeurs de ^ et 
de Yî. 

557. Si maintenant V = o représente Téquation de la normale, 
les deux équations précédentes pourront s'écrire sous la forme 

Ç — jr -+-/(îî — r) = G, ~ I -f- ^^ (yj —7) — y*=: O, 

d'où l'on tire 

_ 1 -f- r'* _ ds* _ , I -h r'» _ dxds^ 

ris* . rz ds^ 



le signe ^tant choisi de manière que la valeur soit positive, lorsqu'on 
ne veut avoir que la longueur absolue de p. 

558. On peut calculer l'angle de contingence d'une autre ma- 
nière, qui fait connaître en môme temps le centre de courbure. 
Pour cela, démontrons d'abord une formule importante et d'un 
fréquent usage. 

Soient a, b les cosinus des angles qu'une droite mobile fait avec 
les axes ; a -f- da, b -h db les cosinus analogues , correspondants 
à une autre position de la droite; l'angle que font entre elles ces 
deux positions. Le cosinus de cet angle aura pour valeur, à cause 

cos 9 z= a[a-{' da] •■f-b[b -\- db] = i -h ada -]- b db. 
On a d'ailleurs 

1 = (a4-r/a)*-f- [b -hdby=i -h 2 [a da -h b db) -+■ da*-hdb*, 

d'où 

ada-h bdb = (da^-h db*), 

2 ^ ' 
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ce qui donne la formule rigoureuse 

^2(1 — cosô) = a sin - = ^da^ -f- db^. 

Si maintenant les accroissements da, db sont infiniment petits, 
ainsi que Tangle 6= drj on aura 

2 sin - 6 = Jt, 

2 

aux infiniment petits près du troisième ordre, d'où la formule gé- 
nérale pour Tangle de deux directions infiniment voisines 



dr = ^da^ -h db^. 

o59. Cela posé, par le point M(a:,^) {fig. 48), menons la tan- 
gente MX en ce point et la parallèle MX' à la tangente au point 
M'(j: h- dxyj + dj). Prenons sur ces deux droites des longueurs 
quelconques égales entre elles MX=MX'=:/. La droite XX', 
dirigée de X vers X', tendra vers le sens de la concavité de la 

Fig. 48. 




courbe, et sa direction aura pour limite une parallèle au rayon de 
courbure, puisque les angles à la base du triangle isoscèle MXX' 
ont chacun pour limite un angle droit. 

Or les cosinus des angles que fait la tangente MX avec les axes 

ont pour valeurs [508] « = — , i = -— . On aura donc, en appli- 
quant la formule (i) du numéro précédent. 



*=\/(^S)'*(4f)' 



560. Si l'on projette le contour du triangle MXX' sur Taxe 
des Xy et que Ton désigne par A, /x les angles que fait la direc- 
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tion TT' avec les axes, on aura 

MT.fl -+-TTco8> — T'M(a-+-rfa) = o, 

0U| à cause de TT'=: MT. dr, aux infiniment petits près du troi- 
sième ordre, 

et de même 

</TCOSfA z=zdb\ 

donc 

da db , , 

d-zzn - = z=z±Jdà'-^db^, 

COSA COS/i ' 

OÙ nous prendrons le signe +y si nous voulons considérer dz 
comme une grandeur absolue. Donc, en mettant pour a, b leurs 

. dx dy .| 

valeurs -r» -r» " vient 
ds ds 

. 1 j dr ^ ,^X 

ces/ =z —- d ~ry cosu =. --- d -^i 
dr ds dr ds 

Ç — * = pcosX = -7- é/ -j-» ï3 — r =zr psinX= -7-^ -7-» 

* dr ds -^ r ^^ ^ 

p étant pris, comme dxy en valeur absolue. 

561 . On a maintenant, à cause de 

ds* = dx* 4- <//*, dsd*s = dxd^x -+• dyd*y^ 

dx ds*d*x — dxdsd*s [dv* -4- dy^^d^x — dx[dxd*x H- dyd*y^ 

ds ds* d^ 

dydx*,d — 
dy(dyd*x — dxd*y) ' dx 

" d? "" d? * 



et de même 



, dx.dx*.d'f 

dy dx 

(t — — 1 

ds ds^ ' 



les valeurs de ^ — x, rî — y peuvent donc s'écrire 

y^dr^dr' da^dr' 
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ouy à cause de p = -j-9 

fdr^dy ilx^dy 

D'ailleurs 

d'où 

le signe étant choisi de telle sorte que le second membre soit po- 
sitif. Donc, en mettant pour dx^ sa valeur, 

, ds^ ds^ 

le signe étant choisi de manière que la valeur de p soit positive. 
On retrouve ainsi les résultats du n^ o57. 

562. On peut mettre l'expression (a) [559] de dz sous une autre 
forme. De^ égalités dx^ 4- dj' = ds^, dxd^x -+- djd^j = dsd^s 
on conclut 

ds*(d*x*'hd^X^) — "idsd^sldxd^x -i-drd*r)-^d*s^{dx*'^dr^) 

ds^ 

_ds^[d'^x^-\-d'^y^) — idsd}s.dsd^S'^d^s^,ds^d^x^'^d^X^—(^^^^ 
~" ds^ ~ d^^ ' 

d'où 

(3) ^^ — i; v'^'^'-i-^V— ^*^'- 

563. n est facile de démontrer cette dernière formule directe- 
ment. Prenons sur la courbe trois points consécutifs [Jig^ 49)> 

M(j?,J^), M'(ar -Jt-dx^x-^- dy), 

W[x -hdx-^ d[x -H dr)y j-^^d/ -h d[x 4- û^r )]i 

H. — Cours de Calcul înfin,, II. 4 
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et calculons Tangle des deux cordes consécutives infiniment peu 

Fîg. 49. 




différentes MM'M,, M'M'', angle que nous avons vu être égala 
l'angle de contingence [545]. Soient Tare 

MM' = ds, 
l'arc 

Sur le prolongement de MM' prenons M'M, = MM'= rf5 [544]. 
Les coordonnées de M, seront x -h ^dxy j- -h 2dj-. Par consé- 
quent, la distance M< M" a pour expression 

En projetant d'ailleurs M'Mi sur M'M", on a, à un infiniment 
petit près d'ordre supérieur au second [537], M'P = M'Mj = ds, 
d'où PM''= d^s, et, de plus. M, P = dsdr. Donc 



dsdr = v^Mi M"» — M" P* =r v^r/*.r* -h rfV' — ^* ^* • 

Si l'on s'était appuyé sur le résultat que l'on vient de trouver 
directement au lieu de partir de la proposition du n^ 545, on aurait 
obtenu une nouvelle démonstration de cette proposition. 

On a, d'ailleurs, d'après ce qui précède, 

ds^dr* =z [da:^ -j- d^) [d^x^ -t- rf»/») - (dxd^x -h dyd^yY 

= [dxd}x — djd'^xY^dji^ f''^)'' 

d'où 

. djc^ dy 

dxz=z±i — d—y 

ds* dx^ 
comme on l'avait trouvé par d'autres procédés. 
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564. Considérons maintenant le cas où la courbe est rapportée 
à des coordonnées polaires. Nous avons vu [516] que Ton a 

T zrr /? -h ô, d'où dTZ=dp-¥- de. 

Or on a 

r r 

tango— ~7, d'où séc'Ô^O = </—? 

df^ r ^dr^dr*-^ rd*r_ r'^^rr" 
d? T^^d? r'^dp ~" ^ H-f-r'« ' 

OU enfin 

dr = dp » 

d'où l'on tire 

_ ^ _ d^ (r^-hr'^y 

^'^di'^dplidr^— rd^r-^r^dp^'] "" /*-t- -xr^^ — rt"' 

Si Ton fait le même calcul en introduisant, au lieu de r, son 
inverse u= -j on aura [517] 



u 



tiing6=^ ^ 



^ 



et Ton en tire [518] 



u 






(-^)' 



565. Cherchons les coordonnées du centre de courbure C 

Fig. 5o. 




(yî^. 5o). En abaissant CS perpendiculaire sur le rayon vecteur 
OM, et désignant par R, P les coordonnées polaires du point C, 

4- 



Or on a 



Donc 
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on a 

MCS = Ô, CS=:pcosô, SM=f)sin5, 

OS = Rcos(P— /?) = r — SM, CS = Rsin(P — 77); 

donc 

dr 
Rsin(P — y?) i=pcos0 ==p —-j 

R cos (F — /?) = r — p sinô = /• f 1— ^ J . 

p I dp fl9 

ds dr dr dr 

RsinfP— 7?) = -^ RcosfP— n] = '—-j 

^ ' dx ^ dr 

R = A- sjdr^-^r^db\ tang(P -/>) = — . 

S66. Pour avoir le lieu des centres de courbure d'une courbe 
donnée, il suffît d'éliminer les coordonnées de la courbe entre 
l'équation de cette courbe et les équations qui donnent les coor- 
données du centre de courbure. Donnons quelques exemples de 
cette détermination. 

I. Soit la parabole, donnée par Téquation 

j" r= 2 kx^ d'où jrdjr ^^ kdxy 
dx dy ds 



y ^ si y- 4- X 






dx X dy k 

ds "" ^pr^' as ~ y/jri ^_ /.« ' 

Si l'on pose, pour plus de simplicité, j' = /rShy, d'oùx = -Sh^y, 
il viendra 

cosA = --rfTho=r — — » cosa = — aSech©=: T^'-7Trr-^ = — Th«, 

dr Cny dr df Lnrf 

ds = Â'Ch}fdf, p = X-Ch'f), 

Ç — a: = pcos> = ^Ch'ç, 13 — jr = pcospi = — XCh^f Shf, 
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Eliminant Shcp entre ces deux dernières équations, il vient 

équation du lieu des centres de courbure de la parabole. 
JI. Soit la chaînette, représentée par les équations 

On tire de ces équations 

dx •=. adfy dy =z aShfdf^ ds = aChfdf^ 
^dx ,1 ^ , Sli9^2> dy , dm 



ds Cï\tf Ch*y ds T r ^^t^' 

drz=:-^j COS^ = — Thç), COSa=---, 

ds 



Ç = a(f>— ChyShy) =::j? — ji/—— I, î3 = iaChf=:i 27. 

ITI. Soit enfin la spirale logarithmique r = ae^P. On tire de 
cette équation 

/=nr, r''=n^r, ds = r dp ^V^^TJi^ ■= dr^(±±^ ^ 



tango =-î <fô==o, dTz=dp, p = y ^i -+-//*, 

et, par suite, 

dr 
Rsin(P — 7?) = — =nr^ Rcos(P — />) = o. 

Donc le centre de courbure est sur une perpendiculaire au rayon 
vecteur, et R = /îr est la sous-normale. On voit aisément que le 
lieu des centres de courbure n'est autre chose que la courbe elle- 
même, que Ton aurait fait tourner d'un certain angle autour de 
Torigine. 
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§ V. 

CONTACTS DES DIVERS ORDRES. COURBES OSGULATRICES. 

REMARQUES SUR LE CERCLE OSCULATEUR. 

567. Considérons deux courbes , données par les équations 

/(x,j) = o, F(X,Y)=o. 

Si Ton suppose que, pour une certaine abscisse X = x, les deux 
courbes se rencontrent, et que l'on ait Y = j, la différence des 
ordonnées 

Y-uA(r-f-.), j-f-/i(y-h.) 

qui correspondent à une abscisse x -h /i infiniment voisine de x^ 
savoir, 

sera généralement infiniment petite du premier ordre en même 
temps que h. Cela arrivera dans le cas général où les courbes ont, 
en leur point commun, des tangentes différentes. On dit alors que 
ces courbes sont sécantes. 

Si, outre la condition Y =:^, on a Y'=j', alors la différence 
des ordonnées, 

A. = i'(Y"-:r" + ..), 

sera généralement infiniment petite du second ordre ^ et le rap- 
port de cette différence à Taccroissement h de Fabscisse, à partir 
du point commun, sera infiniment petit du premier ordre. On 
dit alors que les deux courbes ont entre elles un contact du pre- 
mier ordre. Elles sont alors tangentes à la même droite. 
Si, de plus, Y"==^", la différence des ordonnées 

est alors du troisième ordre, et le rapport de cette différence à la 
distance h est du second ordre. On dit alors que les deux courbes 
ont un contact du second ordre. Les valeurs de p étant les mêmes 
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I 

pour les deux courbes, on voit qu'elles ont même rayon de cour- 
bure et même cercle de courbure. 

En général, si, pour l'abscisse X == a:, on a les ti + i égalités 

la différence entre les ordonnées ^|,Y| des deux courbes qui ré- 
pondent à l'abscisse infiniment voisine x-hh sera infiniment 

petite de l'ordre /i -h i , et le rapport ^ ' ' de la différence des 

ordonnées à l'accroissement d'abscisse h sera infiniment petit de 
Tordre n. On dira, dans ce cas, que les courbes ont entre elles un 
contact du n*^'^^ ordre. 

Remarquons que la définition que nous venons de donner de 
Tordre de contact, et qui est fondée sur la considération de la dis- 
tance des points des deux courbes situés sur une même ordonnée, 
conduit à un résultat indépendant de la direction des ordonnées, 
pourvu que cette direction ne soit pas parallèle à la tangente à 
l'une des deux courbes au point considéré ; car, si l'on mène par 
le point A{a: -7-^,^4) [Jîg» 5i) deux droites de directions quel- 




conques, non parallèles aux tangentes en M, les angles du triangle 
infinitésimal ABC tendront vers des limites finies, et le rapport des 
côtés AB, AC aura aussi une limite finie. Donc AB et AG seront des 
infiniment petits de même ordre. 

568. Soit une courbe (G), dont l'équation 

F(X,Y, a, «1, ...,an) = o 

renferme n -h i paramètres arbitraires a, ai , . . ,,a„. On peut dis- 
poser de ces paramètres de façon que la courbe (G) satisfasse à 
H-hi conditions données. Si ces conditions consistent en ce que 
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la courbe (C) ait avec une courbe donnée 

un contact d'ordre w, c'est-à-dire de l'ordre le plus élevé possible, 
la courbe (C) sera dite alors osculatrice à la courbe (2) au point 

Soient 

F (X, Y, fl, flj, . . ., ûr„) = o, 

Fl (X, Y, Y', a, «j, . . ., rt„) rrz o, 



F„(X, Y, Y', . . ., YC), «,«!,..., «„) = 

les équations que l'on obtient en difTérentiant n fois l'équation (i). 
Les conditions pour que la courbe (C) ait avec la courbe donnée 
un contact d'ordre n étant exprimées par les équations 

(3) Y=y, T=y, ^''=y\ ..., Y(«)rr:^(«), 

pour X == X, il en résulte que les équations précédentes de\Tont 
être vérifiées quand on y remplacera 

X, Y, Y', . . . , YC) 
respectivement par les valeurs connues 

On aura donc, pour déterminer les /i -+- 1 paramètres de la courbe 
G), osculatrice à la courbe (2) au point (x, j^), les équations 

F [x^ y^ û, <»!, a-n) = o» 

Fi [^^ r» r't «. «Il • • • 1 «») = o, 



y^j'i • • • yj^^^ étant les valeurs tirées de l'équation (2) et de ses 
n premières dérivées, et relatives à l'abscisse donnée x. 

569. Supposons actuellement que les n 4- i conditions pour la 
détermination de la courbe (C) soient que cette courbe passe par 
un point {oc^j) de la courbe (2) et par n autres points de la même 
courbe, correspondants aux abscisses 0:1,0:2, • • •yXn* Les ordon- 



COURBES OSCULATRIGES. 67 

nées des deux courbes , correspondantes aux abscisses x, a?^ . . . , X/j, 
devront être respectivement égales, c'est-à-dire que Ton devra avoir 
les 71 -f- I égalités 

(4) ^=Xf Ti=ri, ..-1 Y„=j„. 

Diaprés cela, Téquation (i) fournira, pour déterminer a, a^ • • 'ya„, 
les 71 -f- 1 conditions 

••••••• ■•...••,. 

F(-2^«»^/i» «, «1, . . ., «1») =0. 

Si Ton conçoit, maintenant, que les tz -H i points donnés sur la 
courbe (2) deviennent infiniment voisins, la courbe (C) tendra 
vers une certaine limite; cherchons ce que deviennent alors les 
conditions précédentes. 

Soient, pour abréger, 

les différences 

En développant les valeurs des ordonnées qui entrent dans les 
équations (4)> ces équations deviennent 



(5) 



I 






1.2.../2^ ' 



Donc, pour que (C) passe par le point (or, j^) de la courbe (2), 
il faut que l'on ait Y — y = o, ce qui réduit la seconde des équa- 
tions précédentes à Y' — y'4-e| = o. Si A|, et par suite e^ de- 
viennent infiniment petits, cette équation deviendra, à la limite, 
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Y' — y' =- o, et par conséquent les conditions qui expriment que 
les deux courbes ont deux points communs infiniment voisins 
seront Y =j^, Y'=j^', et ce sont précisément là les conditions 
qui établissent entre les deux courbes un contact de premier 
ordre. 

Ces conditions étant remplies, la troisième équation (5) se ré- 
duit à Y'' — y" -\'i^-= o. Si le troisième point (j:2,j'2) se rapproche 
indéfiniment du premier i^x^y^ t^ devenant infiniment petit avec 
Aa, on aura alors la condition limite Y"=j", qui, jointe aux deux 
précédentes, exprimera que les deux courbes ont trois points 
communs infiniment voisins, et, en même temps, qu'elles ont entre 
elles un contact du second ordre. 

La quatrième condition se réduit alors à Y'" — j'''-|-c3 = o, 
d'où Ton tire, à la limite. Y"' -~=iy'", et ainsi de suite. Si donc les 
n + I points se réunissent en un seul, on aura, pour les conditions 
que doit remplir la courbe (C), 

Yiz^J, Y:./, Y"-^^" YCJrrr^C'O, 

qui sont précisément les conditions pour que les deux courbes 
aient entre elles un contact du /i**"* ordre ou soient osculatrices. 
Ainsi la courbe cherchée sera la courbe d'espèce (C) oscula- 
trice à la courbe donnée (2), ayant avec celle-ci le plus g^rand 
nombre possible de points communs infiniment voisins, ou, ce qui 
revient au même, ayant avec (2) un contact de l'ordre le plus élevé 
possible. 

570. Exemples. — I. Droite osculatrice. L'équation d'une 
droite 

contient deux paramètres a, b. On pourra en disposer de manière 
à établir, en général, entre la droite et une courbe donnée, un 
contact du premier ordre. On aura, pour cela, les conditions 

d'où l'on tire 

et l'on retrouve ainsi l'équation de la tangente [504]. 

Si, au point considéré de la courbe, on a ^''= o = Y", c'est- 
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à-dire, si le point [xy y) est un point d'inflexion de la courbe, le 
contact de la courbe avec sa tangente sera du second ordre. Il sera 
de Tordre n, si Ton a à la fois 

II. Cercle oscillateur. — L'équation d'un cercle 

(X--a)«-h(Y-p)» = R* 

renfermant trois paramètres, on pourra obtenir, en général, entre 
la courbe et le cercle, un contact du second ordre, en posant les 
équations 

I -+-/*+ (7 — |3)y = G, 

équations qui sont identiques avec celles qui déterminent le cercle 
de courbure [557]. Donc le cercle de courbure est en même 
temps le cercle osculateur. 

571. On peut démontrer géométriquement, comme il suit, 
l'identité du cercle de courbure et du cercle osculateur. Le cercle 
osculateur étant la limite du cercle qui passe par les trois points 
infiniment voisins M, M^, M'' {fig' ^^)t son centre sera la limite de 

Fig. 57. 




l'intersection des perpendiculaires élevées sur les milieux des 
cordes MM', M'M". Soient C|, Cj les longueurs de ces cordes, R le 
rayon OM', l'angle M^'^M'N des deux cordes; 6|, Sa les angles des 
perpendiculaires OP, OQ avec OM'. On aura 



^\ ._ ^ ^2 



sin 0| = — - j sin 9^ = 



aR ' 2tt 
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d'où 



^•=v^-(â)'' -^'=\/-(â) ' 



COS»i = 



et, à cause de 6| 4- 62= 6, 



On en tire, en négligeant des infiniment petits du troisième 
ordre, 



R5 = "-l±i-% 



ce que Ton aurait pu voir directement, en négligeant la différence 
entre chaque corde et son arc. Or nous avons vu [54S] que Tangle 
de deux cordes infiniment petites, correspondantes aux abscisses 

Xy X -^ hif a: 4- A< -h A2, est 

/il -i- //, 1-4- r'* /'i -f- /'j ^T 

nr — • — n '■ 1= — — : 

donc 



2 /'(!-+-«] 


1 


dx' 


Cl + Cl d.r 

J\ — • ■ • 







Mais chacun des rapports ^9 -p diffère infiniment peu de — : il en 

est donc de même du rapport -r^ Donc 

^ '^ /il -T- //j 

dx dx ds 

dx ih d-z 

572. Le centre de courbure est la limite de Tintersection de 
deux normales infiniment voisines [553], tandis que le centre du 
cercle osculateur est la limite de Tintersection des perpendicu- 
laires élevées sur les milieux de deux cordes infiniment petites. 
Bien que ces deux perpendiculaires aient elles-mêmes pour limites 
deux normales infiniment voisines, on ne serait pas autorisé pour 
cela à en conclure immédiatement l'identité des deux points de 
rencontre. 

Remarquons, en effet, que, si Ton élevait une perpendiculaire à 
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l'une des cordes en son milieu D (fig* 53), et une perpendiculaire 
à l'autre corde en un point G différent de son milieu E, la perpen- 
diculaire GF aurait bien pour limite une normale à la courbe; 
mais elle couperait la perpendiculaire DO en un point F situé 

Fig. 53. 




à une distance finie de O, si GE est une fraction finie de la dis- 
tance infiniment petite DI. Donc, si le rapport — est constam- 
ment différent de l'unité, la limite du point F ne sera pas celle du 
point O. Il semblerait donc, au premier abord, que la limite du 
point de rencontre de deux normales infiniment voisines varie 
suivant la manière dont on définit la normale, comme limite de 
telle ou telle perpendiculaire. 

La raison de cette espèce de paradoxe est que, si deux droites 
font entre elles un angle infiniment petit, leur point de rencontre 
pourra se déplacer d'une quantité finie, lorsqu'on fera varier la 
direction de l'une de ces droites d'un angle infiniment petit de 
même ordre que celui que les droites font entre elles , ou lorsqu'on 
fera mouvoir l'une des droites parallèlement à elle-même d'une 
quantité infiniment petite du même ordre que la perpendiculaire 
abaissée d'un des points de l'une de ces droites sur l'autre droite. 

Soient maintenant AL, BL {fig* 54) les normales à une courbe 
aux points infiniment voisins A, B. Si l'on remplace l'une de ces 
normales AL par la perpendiculaire AJ à la corde AB, cette per- 
pendiculaire faisant avec AL un angle infiniment petit du premier 

ordre ( = - ALB J [S41 ], son point d'intersection avec BL se trouve 

déplacé, de L en J, d'une quantité finie, et il est aisé de voir que 
JL diffère infiniment peu de LB. Si l'on mène maintenant BO per- 
pendiculaire à la corde BC, en remplaçant BL par BO, le point 
d'intersection se déplacera de nouveau d'une quantité JO, qui 
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différera infiniment peu de LB, si BC diffère infiniment pea de 
AB. Donc, dans le cas de AB =:.- BC, AO diffère infiniment peu de 
AL, et, comme l'angle OAL est infiniment petit, le point O est 

Fijf. 54. 




infiniment voisin du centre de courbure L, et sa limite est la même. 
Ainsi, le centre de courbure est la limite du point de rencontre 
des perpendiculaires élevées aux extrémités antérieures de deux 
cordes consécutives infiniment petites, lorsque ces cordes sont 
égales ou infiniment peu différentes. Car c'est sous cette dernière 

condition qu'on a eu OAL = OBL = - AOB. 

Si les cordes étaient inégales, le triangle BOJ ne serait pas iso- 
scèle, puisque l'angle des cordes ne serait plus égal à celui des 
normales [545], et la limite du point O ne serait plus la même que 
celle du point L. 

Si nous transportons maintenant la perpendiculaire AO paral- 
lèlement à elle-même au milieu D de la corde AB, en DQ, le point 
Q sera le milieu de BO, et par suite, la limite du point Q, dans 
le cas des cordes égales, est le milieu du rayon de courbure. Mais 
si maintenant l'on transporte parallèlement BO au milieu de BC, 
en EN, on a, dans le cas des cordes égales, QN infiniment peu dif- 
férent de DQ. Donc DN diffère infiniment peu de AL, d'où l'on con- 
clut que la limite du point N, ou le centre du cercle osculateur, 
coïncide avec la limite du point L, ou avec le centre de courbure. 

Dans le cas des cordes inégales, on a, d'après ce que nous avons 
vu, en appelant /<, A| les projections des deux cordes sur Taxe 
des Xf et négligeant les infiniment petits du second ordre, 

OAL = i -^^, = OJL, d'où U = LB = p. 

2 I -f-^'* * 
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Maisy A| étant différent de /t, 

oBL^iArl, d'où 9l:=9^ = ^A, 

2 1+/* OB OJL /i 



A-i-A/' 



par conséquent, BQ = y — y p. Mais 

QN_ffi._BEfA^_A^ 
DQ""DS~'BD"" jA ""A' 

d'où, à cause de DQ = BQ, 

d'où enfin DN i= f n- — j DQ == p. Donc, dans tous les cas, le 

cercle osculateur coïncide avec le cercle de courbure. 

Si les points D, E n'étaient plus les milieux des cordes, mais 
que Ton eût, plus généralement, AD = fx . AB, BE = v . BC, alors, 
en posant, pour abréger, BC = a • AB, d'où /i| =^ ah, on trouve- 
rait de la même manière 

Dans le cas des cordes égales, a =:= i ; on aurait DN = p pour ^=Vf 
c'est-à-dire pour AD = BE. En prenant /ix ~, v = - ? on aurait 

DN = pj quel que fût a. Pour a quelconque, il faudrait, pour que 
Ton eût DN = p, que /x et v satisfissent à la condition 

I — 2|ji = a(l — 2v). 

573. Si deux courbes ont, en un point M, un contact d'ordre 
impair, la différence Y| — j^i de leurs ordonnées pour l'abscisse 
X -h A est proportionnelle [567] à une puissance paire de A, et par 
suite elle est de même signe de part et d'autre du point de con- 
tact. Les deux courbes ne se traversent pas mutuellement. C'est le 
cas d'une droite ou d'un cercle simplement tangents à une courbe. 

Si l'ordre de contact est pair, la différence Y| — jr^ est pro- 
portionnelle à une puissance impaire de A, et change de signe. 
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lorsqu'on passe d'un côté à l'autre du point de contact. Les deux 
courbes se traversent donc mutuellement. C'est le cas de la tan- 
gente à une courbe en un point d'inflexion ; c^est aussi le cas du 
cercle osculateur à une courbe en un point quelconque. 

On voit a priori que la courbe doit traverser son cercle oscula- 
teur, puisque, d'un côté du point de contact, la courbure doit 
aUer en augmentant, et devenir plus grande que celle du cercle 
osculateur, tandis que le contraire a lieu de l'autre côté du point 
de contact. 

574. Il y a exception pour les points où la courbure est un 
maximum (ou un minimum). En ces points, elle va en décroissant 
(ou en croissant) des deux côtés du point de contact, et par suite 
la courbe est, de part et d'autre, extérieure (ou intérieure) au cercle 
de courbure. Elle doit avoir avec ce cercle un contact d'ordre im- 
pair, lequel doit être, par suite, du troisième ordre au moins. 

Ce cas doit évidemment se présenter toutes les fois que la courbe 
est rencontrée par un axe de symétrie, comme cela a lieu, par 
exemple, aux quatre sommets d'une ellipse. 

C'est ce que l'on peut vérifier directement par l'analyse. La con- 
dition dp = o donne 



Or, en différentiant trois fois l'équation du cercle osculateur, 
par rapport à ses coordonnées courantes X, Y, il vient 

X-Ç-f-(T-î3)Y'=:0, 
I-+-r«4-(Y — 13)Y"--:rO, 

3rY"-h(Y — ulY^'^o, 

d'où l'on tire 

3Y'Y"« 



"yf/r 



14- Y 



f\ 



Comme on a déjà Y'=jr', Y''=J'^ il en résulte Y'''=y'; donc 
le contact de la courbe avec son cercle de courbure de rayon maxi- 
mum ou minimum est du troisième ordre au moins. 
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§ VI. 

DÉVELOPPÉES ET DÉVELOPPANTES DES COURBES PLANES. 

575. Nous avons vu [551] que le centre de courbure d'une 
courbe plane n'est autre chose que la limite du point de rencontre 
de deux normales infiniment voisines. Donc le lieu des centres de 
courbure est le lieu des limites des intersections de deux nor- 
males infiniment voisines, ou, comme on dit pour abréger, le lieu 
des intersections successives des normales à la courbe proposée. Ce 
lieu s'appelle, pour des raisons que nous verrons tout à l'heure, la 
déx^eloppée de la courbe proposée. 

D'après ce que nous avons vu [556, 557], l'intersection de deux 
normales infiniment voisines est déterminée par les équations 

(l) [l — x]dx -^[r,^y)dr =0, 

(a) (? -.^)./«x-H(-fl -^y]d^x=:cLs\ 

En éliminant la variable indépendante, dont x elj sont fonctions, 
entre ces deux équations, on aura l'équation entre | et y] qui re- 
présentera la développée. 

576. La normale à la courbe est tangente à la développée. 
Soient, en eflet, N, N' [fig- 55) deux centres de courbure infi- 

Fig. 55. 




nlment voisins, situés sur les normales MN, M'N^ et soit O l'in- 
tersection de ces normales. Le point O a pour limite ou le point N 
oa le point N', suivant que l'on fait tendre le point M' de la courbe 
vers le point M, ou le point M vers le point M'. Dans le premier 
cas, on fait varier l'abscisse de M dans un certain sens; dans le 

H. — Cours de Cale, infinit,, II. 5 
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second, on la fait varier en sens contraire. La distance MO étant 
une fonction continue de Tabscisse x' de M^, la différence 
MO — NO changera généralement de signe avec la différence 
jf — X, Si donc on projette tous les points de la figure sur Tune 
des normales ou sur toute autre direction infiniment peu inclinée 
sur chacune d'elles , la projection de O s'approchera ou s'éloi- 
gnera de celle de M suivant que M' passera d'un côté ou de l'autre 
de M. Par conséquent O doit être plus près de la courbe MM' que 
l'un des points N^N^ et plus loin de la courbe que l'autre. Il est 
aisé d'en conclure que le triangle NON' a deux angles aigus NN'O, 
N'NO, dont la somme MOM' est infiniment petite, et qui par suite 
sont l'un et l'autre infiniment petits , ainsi que le côté NN'; il en 
résulte que N' est distant d'une quantité du second ordre de la 
droite MNO. Donc [504] MN est tangente à la courbe NN'. 

On peut encore le voir analytiquement. Pour cela, différentions 
l'équation (i) par rapport à tout ce qui varie lorsqu'on passe du 
point N au point N', c'est-à-dire par rapport à ^, 7} et à x, j', rfx, dj . 
Il viendra, en ayant égard à l'équation (2), 

d^dx -\- diodjrrz: o, 

ce qui montre que la tangente à la développée au point (^yv;) est 
perpendiculaire à la tangente à la courbe proposée au point (xyj). 
Elle coïncide donc avec la normale MN à la courbe proposée. 

577. Les deux droites M'N', NN' faisant des angles infiniment 
petits avec MN, tout segment pris sur une de ces droites différera, 
d'une quantité infiniment petite du second ordre par rapport à 
lui-même, de sa projection sur MN. De plus, l'angle de la corde 
MM' avec MN différant infiniment peu d'un angle droit, la projec- 
tion du point M' sur MN sera à une distance infiniment petite 
du second ordre du point M. On aura donc, aux quantités près 
du second ordre, M'N'=MP, NN' = NP, d'où NN'=M'N'— MN, 
et comme NN' diffère d'un infiniment petit d'ordre supérieur au 
premier de l'arc NN' de la développée, on en conclut que l'accrois- 
sement infiniment petit de l'arc de développée est égal à la dif- 
férence des deux rayons de courbure qui aboutissent à ses extré- 
mités. 

Il est facile de démontrer analytiquement cette proposition. 
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Soit d(T= sjd^' H- dvi^ Télément d'arc de la développée, compté, 
pour fixer les idées, dans le sens du prolongement du rayon de 

courbure au delà du point N. On a alors, — et — étant les cosinus 

des angles que fait la direction MN avec les axes. 



t 






Substituant ces valeurs dans la différentielle de Téquation 

laquelle est, en ayant égard à Féquation (i), 

(Ç — .v) dli "h [m — r) dr, = pc/p, 

il vient o -— - = pdpf c'est-à-dire d(j = dp. 

Si Ton avait compté l'accroissement de l'arc positivement dans 
le sens NM, on aurait eu, au contraire, da = — dp, 

578. De la relation da = ±dp il résulte, en désignant par 
poy Pi les rayons de courbure correspondants aux extrémités d'un 
arc G de la développée, que Ton a a .= ±: (fi — po). On voit par là 
que la développée d'une courbe donnée par son équation est tou- 
jours une courbe rectifiabley c'est-à-dire que la longueur de son 
arc peut se calculer par de simples différenliations, et est toujours 
exprimable au moyen des fonctions élémentaires, lorsque les coor- 
données de la courbe le sont. Nous avons vu, par exemple [540, 1], 
que la courbe lieu des centres de courbure de la parabole [566,1] 
est rectifiable. 

Il s'ensuit de là que, si l'on enroule sur le lieu des centres de 
courbure un fil flexible et inextensible, et qu'on le déroule ensuite 
en le tenant toujours tendu, le point du fil qui se trouvait primi- 
tivement sur la courbe donnée ne cessera pas de se mouvoir sur 
cette courbe, qui sera ainsi engendrée par le développement du 
lieu des centres de courbure. De là le nom de déifeloppée que 
nous avons donné à ce lieu. 

La courbe proposée est dite, réciproquement, la dé\feloppante 
du lieu de ses centres de courbure. 

5. 
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Chaque point du fil que Ton déroule décrit une courbe normale 
à ce fil, comme on le démontrerait facilement, et ayant en chaque 
point pour centre de courbure le même point de contact du fil. 
Donc toutes ces courbes ont même développée; et réciproquement 
une même développée donnée a une infinité de développantes. 

La distance de deux développantes d'une même courbe, comptée 
sur leur normale commune, est constante. On dit, pour cette rai- 
son, que toutes les développantes d'une même courbe sont des 
courbes parallèles. 

S79. Soienty(Ç, y;) = o l'équation de la développée, et a l'arc 
de cette développée, compté à partir d'une origine quelconque; 
ff -h C sera le rayon de courbure d'une développante quelconque, 

C désignant une constante arbitraire. De plus, ~> -j- sont les 

cosinus des angles que fait avec les axes la tangente à la dévelop- 
pée, dirigée dans le sens des a croissants. Si donc on considère 
l'arc a comme croissant dans le sens parcouru par le point de con- 
tact de la tangente mobile, les projections du rayon de courbure 
de la développante sur les axes coordonnés seront 

Si l'on considérait o- comme décroissant dans le sens parcouru 
par le point de contact, il faudrait prendre les seconds membres 
de ces équations en signe contraire, c'est-à-dire avec le signe -I-. 

Exemple. — Cherchons les développantes de la chaînette re- 
présentée par les équations 

On a [566,11], c/a = aChçé/c[>, d'où <7 = aSli<^ -h C; ensuite 

riV » ri 

-- = — — ? et -^ = Thç. Les développantes de la chaînette sont 
donc représentées généralement par les équations 

.r = aLqz(Shç-hC) ^1, j=rrt[Ch^=p(Shy4-C)Thy]. 
Si l'on suppose l'arc a compté à partir du sommet, pour lequel 
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(p = Oy et croissant dans le sens du mouvement du point de con- 
tact^ on a 9 en faisant C = o, et prenant le signe supérieur, 

équations qui représentent la courbe aux tangentes égales ou la 
Iractoire [510,111]. 

580. Le rayon de courbure pi de la développée est égal à l'élé- 
ment d'arc da divisé par l'angle de contingence de la développée, 
lequel est évidemment égal à celui dx de la développante. On a 

donc 

do" dp pdp 

^'~ d~T ~ dr^~d7' 
Donc on a la proportion 

p ds 

c'est-à-dire que les rayons de courbure des deux courbes sont pro- 
portionnels aux éléments d'arc correspondants. 

On peut encore le voir autrement. On a, en effet [554], 

dfj» 



Or on a, d'après ce qui précède, 



d'où 



Donc 



ou enfin 






_ ds^ j'« _ dp^ d^ 
^^'^^dpdy~di dx^dy'' 

'* ds 
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§ VII. 

DES COURBES ENVELOPPES. 

581. Une équation 

(l) F(^,J-,C)=rO, 

renfermant un paramètre arbitraire C, représente une infinité de 
courbes, lorsqu'on donne à ce paramètre une série de valeurs dif- 
férentes. Il peut arriver alors que la courbe variable parcoure le 
plan tout entier, comme cela a lieu pour les cercles concentriques 
représentés par Téquation j:^ 4- jK-= C*. D'autres fois, la courbe 
laissera une portion du plan dans laquelle elle ne pénétrera pas. 
Ainsi le cercle variable x^-i-y- — 2C(j:-f-r) -*- C^= o, tangent 
aux deux axes coordonnés, ne se mouvra que dans l'angle des coor- 
données positives et dans l'angle opposé, et ne pénétrera pas dans 
les deux autres angles. 

Si l'on suppose que le passage de la courbe mobile laisse une 
trace sur la partie du plan parcourue, la limite de l'espace occupé 
par ces traces s'appellera ïenveloppe de la courbe mobile. Dans le 
dernier exemple, cette enveloppe se compose de l'ensemble des 
deux axes coordonnés. 

Chacun des points de cette courbe limite lui sera commun 
avec quelqu'une des courbes variables. Mais la courbe variable ne 
pourra couper Tenveloppe en ce point commun, sans quoi elle 
entrerait dans la partie du plan où, par hypothèse, elle ne doit pas 
pénétrer. Donc l'enveloppe est généralement tangente aux diverses 
courbes (i), auxquelles on donne le nom d^ enveloppées. 

582. On peut encore définir autrement les courbes enveloppes. 
Si l'on considère deux courbes de la série (i), correspondantes à 
deux valeurs infiniment voisines C, Ci du paramètre variable, elles 
se couperont généralement en un point M {/ig. 56), qui tendra 
vers une certaine limite (x, lorsque C| tendra vers C. Lorsqu'on 
fera varier C, le point [jl décrira une certaine ligne qu'on appelle 
le lieu des intersections successives de la courbe variable. 

Supposons que la fonction F[x,j, C) soit uniforme et continue 
par rapport à chacune des quantités x, y^ C. Les coordonnées du 
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point d'înlersectîon de la courbe (C) avec (C|) varieront d'une ma- 
nière continue en même temps que le paramètre C(. et générale- 
ment à des accroissements infiniment petits de signes contraires 
donnés à C| correspondront des accroissements de signes con- 
traires de chacune des coordonnées x^y de ce point. 

De plus, la quantité 

dF 

_ àx 

étant supposée une fonction continue de G, les valeurs de y' cor- 
respondantes aux deux courbes infiniment voisines qui se coupent 

Fig. 56. 




en M seront infiniment peu différentes, et, par suite , Tangle des 
tangentes à ces courbes en ce point sera infiniment petit. 11 en 
sera de même de Tangle de deux cordes infiniment petites, telles 
que jEjiM, M|x<. 

On conclut de ces remarques que, si yiy fit sont les deux limites 
du point M, lorsqu'on fait tendre soit C| vers G, soit G vers G|, les 
projections des droites M/x, Mjtxi sur urne direction infiniment 
voisine des tangentes en M seront de sens contraire. Donc le 
triangle fxMfXi a deux angles infiniment petits en fx et fX|, puisque 
la somme de ces angles est l'angle des cordes fxM, M/X|. 

Or les côtés [âM, fjLjjii de ce triangle ont pour limites respec- 
tives les tangentes à la courbe G et au lieu des points [jl. Donc ces 
limites coïncident entre elles, et, par suite, le lieu des intersections 
successives est tangent, en chacun de ces points, à la position de 
la courbe variable qui passe par ce point. 

583. Voyons maintenant comment, en partant de chacune de 
ces définitions, on peut trouver l'équation de l'enveloppe. 
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Nous supposerons d'abord, pour plus de simplicité, que Féqua- 
lion de l'enveloppée (i) soit rationnelle et entière en x, y et C, 
ou du moins que son premier membre soit une fonction jouissant, 
comme les fonctions rationnelles et entières, de la propriété d'être 
finie, ainsi que ses dérivées partielles, pour toutes les valeurs finies 
de Xyy^ C. 

Cherchons à déterminer l'enveloppe, d'après sa propriété d'être 
tangente à toutes les enveloppées. Pour chaque valeur du para- 
mètre, une des enveloppées vient à son tour toucher l'enveloppe. 
Il y a donc une dépendance entre la valeur de C et l'abscisse du 
point de contact correspondant, de sorte que la valeur qu'il faut 
donner à C pour que l'enveloppée vienne passer en un point de 
l'enveloppe d'abscisse = x est une certaine fonction de x. On aura 
donc successivement tous les points de l'enveloppe, en remplaçant, 
dans l'équation de l'enveloppée, C par une fonction convenable 
de X (ou de X et de j^). Nous déterminerons cette fonction par la 
condition qu'au point commun l'enveloppe et l'enveloppée aient 
même tangente, c'est-à-dire que le y* soit le même pour C fonc- 
tion de X que pour C constant. 

Or la valeur de y\ dans le cas de C constant, est donnée par 
l'équation 



•1» 



dans le cas de C fonction de x, on a 

dF ,d¥ '^ <)F __ 

Pour que les valeurs àey' tirées de ces deux équations soient les 
mêmes, il faut que l'on ait 

dCd¥_ 
dx dC~^' 

If 
condition à laquelle on satisfait soit en posant — = o, ou C = const. , 

ce qui correspondrait à une enveloppée ; soit en posant 
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Cette dernière équation détermine pour C la valeur variable qui 
correspond à l'enveloppe. En éliminant donc C entre les équa- 
tions (i) et (2), on aura l'équation de Tenveloppe. 

La valeur de j^', dans le cas de C variable, peut s'écrire sous la 
forme 

, « » , dx dx dC 

àx ày 

Son second terme, par lequel elle diffère de la valeur correspon- 
dante à C constant, peut s'annuler non-seulement en supposant 

ÙY . ÔF ^ 

— = o, mais encore en supposant^ =00. Cette supposition, 

inadmissible dans le cas, que nous avons considéré d'abord, de 
F(j?, j^, C) entière et rationnelle, peut, au contraire, donner des 
solutions lorsque F(j:, j', C) est de forme quelconque. 

Remarquons que, sauf le cas où l'on aurait j^'= o en tout point 

de l'enveloppe, et où, par suite, celle-ci serait une droite parallèle 

. . dF 
aux jCy la supposition — =00 entraîne en même temps l'équation 

ÔF 
ox 

On voit de plus que, bien que le second terme de la valeur (3) 
de y' soit nul en chaque point de l'enveloppe, il n'en sera pas de 
même, en général, de sa dérivée; d'où il s'ensuit que la valeur 
de jr^ n'est pas généralement la même pour l'enveloppe et l'en- 
veloppée, de sorte que ces deux courbes n'ont entre elles qu'un 
contact du premier ordre. Il peut cependant y avoir des exceptions, 
dont nous nous occuperons plus tard. 

584. Cherchons maintenant à déterminer l'enveloppe comme 
lieu des intersections successives de l'enveloppée. 

Si nous considérons les deux enveloppées correspondantes aux 
valeurs G et C-f-A du paramètre, leur intersection sera donnée 
par l'ensemble des équations 

F (X, J, C) rzn o, F ( .r, j<, c -f- // ) =: o, 

dont la dernière peut s'écrire 

F(x, X, C) -\- h F'^Jx, >•, C -4- ô/i) nu o, 
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OU simplement, en ayant égard à la première, 

Si Ton suppose maintenant h infiniment petit, on voit que la 
limite de Tintersection de deux enveloppées infiniment voisines 
est donnée par le système des deux équations 

F(x, j, C) = o, ^=o- 

On aura le lieu de ces intersections limites, en éliminant C entre 
ces deux équations, ce qui s'accorde avec la règle du numéro 
précédent. 

585. Pour qu'il y ait intersections successives, il faut qu'à deux 
valeurs différentes du paramètre, C et C -f- /i, puisse répondre un 
même système de valeurs de x et Aej. Si donc l'équation était ré- 
solue par rapport à C sous la forme C =y(x, j^), il faudrait que 
le second membre /(^»jr) fût susceptible de deux valeurs au 
moins, y< et /i, dont l'une serait égalée à C, l'autre à C-t-/i; 
par suite, la différence /i — f\ de ces valeurs serait égale à A. 
En faisant maintenant A =: o, on a, pour l'équation de l'enveloppe, 

/î— /i = o; 

donc l'équation de l'enveloppe n'est autre chose que la condition 
qui rend égales deux racines de l'équation F(x, j^, C) == o, où C 
est l'inconnue. 

Si la fonction F est entière et rationnelle par rapport à C, cette 

condition d'égalité des racines est donnée par l'équation — r= o, 

et l'on est ainsi ramené à la règle des numéros précédents. 

On voit d'ailleurs que le point de contact de l'enveloppe avec 
chaque enveloppée partage celle-ci en deux régions, et le point de 
rencontre de deux enveloppées infiniment voisines appartient à la 
branche postérieure de l'une et à la branche antérieure de l'autre. 
Ces deux branches {fig* Sy) correspondent, pour chaque courbe, 
à des déterminations différentes de C en fonction de x et de y^ 
sans quoi les branches de deux courbes voisines ne pourraient se 
rencontrer en M; et ces deux déterminations se confondent, 
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lorsqu'à la limite le point M vient sur Tenveloppe. On peut être 
ainsi conduit a priori à poser Téquation (a) par la considération de 
l'égalité des racines de l'équation (i) en C. 

Ainsi cette règle de l'égalité des racines convient non-seulement 




au cas de la fonction F [x, y y G ) entière et rationnelle, mais encore 
au cas où cette équation serait résolue par rapport à C, et où la 
règle du n^ 582 conduirait à l'équation absurde 1 = 0. 

586. Si l'on considère C comme une fonction de a: et de j^ dé- 
terminée par l'équation (i), les dérivées partielles de cette fonction 
ont pour valeurs 



dV 


dY 




dC dy 
dy dF 


dC 


dC 



Dans le cas où F{x, y y C) est rationnelle et entière, le dénomi- 
nateur ^ est nul y sans que les numérateurs le soient. Donc on a, 
en chaque point de l'enveloppe, les deux équations 

àÇ. dC 

— r=cO, — — 00 . 

ox Or 

Si l'on vient maintenant à changer la forme de l'équation 
F {Xf^y C) = o, la dépendance entre x, j^ et C n'étant pas altérée, 
les dérivées partielles de C ne devront pas changer de valeurs, et, 
par suite, ne cesseront pas d'être infinies en chaque point de l'en- 
veloppe. Si donc le changement de forme de l'équation F = o fait 

dF 
perdre des solutions à l'équation — = o, ces solutions devront se 

retrouver dans les équations 

dF dF 
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que nous avons déjà rencontrées au n? 583, et qui sont la consé- 
quence Tune de Tautre, sauf le cas où Tenveloppe serai L *.:nc d roi le 
parallèle à Tun des axes coordonnés. 

587. Siy au lieu d'un seul paramètre C, rc(jiinL!<)n de la courbe 
variable contenait deux paramètres C, C|, livjs entre eux par une 
équation de condition ({>(C, C| ) = o, on j)rocéderait de la même 
manière, en considérant, dans la diflercntialîon par rapport à C, C| 

comme une fonction de C, dont la dérivée -— ^ s'obtiendrait en dif- 

férentiant Téquation de condition. 

On procéderait encore d'une manière analogue, si l'équation de 
l'enveloppée contenait n paramètres, liés entre eux par n — i équa- 
tions de condition. 

588. Exemples, — 1. Soit le cercle variable, représenté par 
l'équation 

(i) (.r — C)*-hj*i=2A-C. 

En dlfTérentiant par rapport à C, il vient 

— (or — C) = Ar, d'où C = .r-f-A. 

Substituant cette valeur dans l'équation ( i ), on a, pour l'enveloppe 
des cercles représentés par cette équation, la parabole 

(2) j* — i}.kjr=k*. 

Si, au lieu de prendre l'équation du cercle sous sa forme entière 
et rationnelle, on la résout par rapport à C, ce qui donne 

C=z.r-\- k±: ^/Â^-f- 2A.r— >% 

en égalant entre elles les deux valeurs de C, on retrouve l'équa- 
tion (a) de l'enveloppe. 

On obtient encore la même équation, en posant 

dC _^ Jt dC y 

équations dont l'une entraîne l'autre. 

On aurait pu encore différentier C comme une fonction implicite 
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de X et Ae yj déterminée par Téquation (i), ce qui aurait donné 
dC _ r ~ C _ dC _ y _ 

d'où C = a: + Ar^ comme dans la première méthode. 
II. Soit le cercle mobile 

jr*-f-j«— 2C(j:-h^) +C'=0. 

dF 
L'équation -r- == o donne C = x-|-j^, d'où, en substituant, on 

déduit l'équation de l'enveloppe xy = o, qui représente les deux 
axes coordonnés. 

En résolvant par rapport à C, ce qui donne 

C = X -f- J ± y^2 xy^ 

et égalant les deux racines, on serait arrivé au même résultat. 
En prenant la règle du n^ 586, on aurait 

dC . /y de _^ /T 

^=I±4/^=00, ou — =I±i/— =00. 

ax y IX ôy y ly 

La première de ces équations donne a: = o, la seconde j^ = o. 
Ainsi chacune donne une partie seulement de l'enveloppe. Cela 
tient à ce que cette enveloppe se compose de deux droites paral- 
lèles l'une aux x, l'autre aux y [S83, 586]. 

III. Cherchons l'enveloppe des cercles qui ont pour diamètres 
les cordes de l'ellipse 

a» (3* 
cr o" 

parallèles à l'axe 2& de cette ellipse. L'équation d'un de ces cercles 
sera 

En diflerentiant ces deux équations par rapport à a, dont j3 est 
une fonction, il vient 
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d'où, en éliminant --p9 

X — a a a} X _ ^' '^ 

7Z ^"^ "T' a = — ; — ; Tjj X « — — > 

6» «* a* -h A* «* -h A* 



et; par suite. 



Substituant ces valeurs dans Téquation du cercle, on a, pour l'en- 
veloppe, 

= 1. 



a^-\-h^ 0^ 



équation d'une ellipse de même petit axe que la proposée, et ayant 
pour grand axe le diamètre du cercle directeur de cette ellipse. 

La valeur maximum de x étant \jd' n- A^, et la relation entre x 

X a / ^ 

et a pouvant s'écrire sous la forme — r=r= =:-i/n — -^il s'en- 
^ V^a» -h /»« « V «* 

suit de là que, pour que -~^- — : ne surpasse pas l'unité, il ne 

sufïit pas que a soit <^a \ i\ faut encore que a soît Sa. , 

Pour tous les cercles qui correspondent à des valeurs de a com- 



a} 



prises entre — et a, il n'y a plus d'intersection mutuelle des 

cercles variables. 

IV. Soit la tangente à une courbe y ( x, j^ ) = o, représentée 
par l'équation 

(1) (5— .r)^r— {rs—x)^' = ^' 

Ici X ety sont des paramètres, liés entre eux par l'équation de la 
courbe donnée, et qui, comme -j-^ sont fonctions delà variable 

* ax 

indépendante. Pour avoir l'enveloppe de cette tangente, différen- 
tions l'équation (i) par rapport à cette variable indépendante. Il 
vient 

(2) l-.^,r)d^y^[y,^^')d^xz=o. 
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Ces équations (i) et (2) donnent pour ^ — x et m — y des valeurs 
nulles y à moins que le déterminant 

djc lijr 
d^x d^jr 

ne soit nul. On aura donc, en général, ^ = x, n =JK> ce qui donne 
pour enveloppe le lieu des points de contact, c'est-à-dire la courbe 
elle-même. Ainsi une courbe est l'enveloppe de ses tangentes. 
Dans le cas où le déterminant serait nul, on aurait 

d.cd'Y — dj'd^.c dr dr ^ ^ «, 

ce serait le cas où la courbe proposée se réduirait à une droite, 
avec laquelle se confondraient toutes ses tangentes. 

V. Soit la normale à une courbe 

(Ç — x)^jrH- (>3— r)drjr = o. 

Pour avoir son enveloppe, différentions par rapport à la variable 
indépendante dont x ety sont fonctions. Il viendra 

(ç — x) //«x -f- (u — ^•; d^x z= ds\ 

Ces deux équations ne sont autre chose que celles qui nous ont 
servi à trouver la développée de la courbe proposée [575]. En 
effet, par sa définition même, la développée d'une courbe n'est 
autre chose que l'enveloppe des normales à cette courbe. 

§ VIII. 

POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES. 

589. Les points pour lesquels les courbes présentent des parti- 
cularités qui mettent les règles générales précédentes en défaut 
sont de deux sortes. Les uns dépendent simplement du système de 
coordonnées auquel on rapporte la courbe, et varient avec ce sys- 
tème. Tels sont les points de maximum ou de minimum de l'abscisse 
ou de l'ordonnée. On peut faire rentrer ces points dans la règle 
générale par un changement du système de coordonnées, en 
échangeant, par exemple, entre eux les axes des x et des j^. 
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Les autres tiennent à la forme géométrique de la courbe, et ne 
cessent pas d'être des points exceptionnels, à quelque système de 
coordonnées que cette courbe soit rapportée. C'est à ces derniers 
points que Ton donne spécialement le nom de points singuliers. 

Les principales espèces de points singuliers que Ton rencontre 
dans les courbes planes sont, outre les points d^ inflexion, dont 
nous nous sommes occupés dans le § III : i** les points multiples; 
2* les points isoles ou conjugués; 3" les points de rebroussement ; 
4° les points A^ arrêt ou de rupture; S^ les points saillants ou an- 
guleux, 

590. Une courbe algébrique, dont Téquation a été ramenée à la 
forme entière et rationnelle, ou du moins dans Téquation de la- 
quelle les radicaux sont pris dans toute leur généralité algébrique, 
ne peut présenter de point d'arrêt, c'est-à-dire de point où vienne 
se terminer brusquement une seule branche de courbe. 

En effet, une branche de courbe se termine pour une certaine 
abscisse, lorsque l'équation en j', dont les coefficients sont des 
fonctions de x, admet une racine réelle d'un côté de cette abscisse, 
imaginaire de l'autre. Or une équation algébrique à coefficients 
réels n'admet des racines complexes que par paires; si bien que, 
lorsqu'une racine, par la variation des coefficients de l'équation, 
passe du réel à l'imaginaire, la racine conjuguée doit passer en 
même temps du réel à l'imaginaire. Au moment précis où les ra- 
cines conjuguées udti^ ^ — i se changent en racines réelles, les 

quantités u elv variant d'une manière continue, v yj — i s'évanouit 
en passant de l'imaginaire au réel, et les deux racines deviennent 
égales. Donc au point même où s'arrêle la première branche de 
courbe vient se terminer une seconde branche, qui fait la conti- 
nuation de la première, et généralement ce point répond à un 
simple maximum ou minimum de l'abscisse, qui changerait avec 
la direction des axes, et qui, en lui-même, ne se distingue en rien 
des autres points. 

Il en serait de même si l'équation était résolue, les radicaux 
étant pris avec toute leur généralité ; car alors elle équivaudrait 
complètement à l'équation délivrée de radicaux. 

591. Une courbe algébrique, dans les mêmes circonstances que 
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ci-dessusy ne peut présenter non plus de point saillant, c'est-à-dire, 
de point où viennent se terminer deux branches de courbe dont 
les tangentes feraient entre elles un angle fini. 

En effet, si, entre Téquation de la courbe et sa différentielle, on 
élimine j^, il en résultera une équation entre a: et^'', qui donnera, 
pour chaque abscisse, le coefficient angulaire de la tangente, et qui 
sera algébrique, comme l'équation primitive entre x eX y. Si l'on 
construit la courbe dont y est l'ordonnée, cette courbe ne peut 
avoir de point d'arrêt, d'après ce qu'on vient de voir. Donc la 
courbe primitive ne peut avoir non plus de point saillant, où la 
direction de la tangente varierait brusquement d'une quantité 
finie. 

Donc les points d'arrêt et les points saillants ne peuvent se 
trouver dans les courbes algébriques, tant qu'on n'y particularise 
pas la signification des radicaux. 

592. Il en serait autrement, si l'on restreignait la généralité des 
radicaux, en réduisant les radicaux d'ordre pair à leur valeur 
arithmétique. Dans ce cas, les lignes représentées par les équa- 
tions 

présenteraient des points d'arrêt, et les lignes représentées par les 
équations 

offriraient des points saillants. 

Ces deux sortes de points singuliers se rencontrent dans les 
courbes qui représentent certaines fonctions discontinues, expri- 
mées par des intégrales définies, comme nous en avons vu des 
exemples aux n®* 457, 480, 483. On les trouve encore dans cer- 
taines courbes représentées par des équations transcendantes. 
Par exemple, les courbes 

I I 

logo: 



I -f-e 



1 
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ont des points d'arrêt pour x = o ; les courbes 



— - j jr zLzxarc tang - 



ont, pour x= o, des points saillants. 

593. Passons maintenant à la recherche des autres espèces de 
points singuliers, que peuvent présenter les courbes algébriques, 
et parlons d'abord des points multiples. Soit 

l'équation de la courbe, supposée mise sous forme entière et ra- 
tionnelle, si elle est algébrique ; sinon, nous supposerons que son 
premier membre soit une fonction transcendante jouissant des pro- 
priétés des fonctions entières, qui ne dépendent pas de leur 
degré. 

Si l'on donne à x et à j^ des accroissements infiniment petits 
hf A, et que l'on désigne généralement par tn un infiniment petit 
d'ordre tx, on aura [339] 

et ainsi de suite, suivant que l'on voudra pousser plus ou moins 
loin le développement. 

Supposons maintenant que («r, ^) soit un point de la courbe; 
alors y [x, y) =^ o, et l'on aura, pour un point {x -h h, jr + k) in- 
finiment voisin de {30fy)y 

Imaginons qu'au point (x,^) passent deux branches de courbe, 
non tangentes entre elles. Alors, pour la même valeur de h, on 
aura deux valeurs de Ar, différant entre elles d'un infiniment petit 
du premier ordre [567]. Soient k,k' ces valeurs; on devra avoir, 
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avec Téquation (i), l'équation 

ôx ojr 

Retranchant Tune de Tautre ces deux équations, et divisant par h 
il vient 

La limite de — - — étant finie et celle de -~ — ^ nulle, on en con- 

h. h 

dut -~- = o. L'équation (i) se réduisant alors à 

o = ^ + îî, 
dx h 

on en conclut que -r- est pareillement égal à zéro. Donc on a, en 
ce point, la double condition 

Si Ton suppose actuellement que les deux branches aient entre 

elles un contact du premier ordre, alors — j^— aura une limite finie 
[567]. Or des équations 

Ox dy 2 dor* dxojr a oy^ 

u àf u df /i* d'f , ^, dV *'• àV , 

OX oy a ox* oxoj" 2 a/* 

on tire, par soustraction. 



_ k'-k tdf dV i' + i dV «',-«, \ 



9 



et A, j -p — I étant des quantités infiniment petites, on en 

df . .df , 

conclut encore que ^ > et par suite aussi -r- sont nuls. 

En général, si les deux branches ont entre elles un contact 

6. 
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d'ordre /i, — — — ayant une limite finie, on développera les équa- 
tions précédentes jusqu'aux termes d'ordre n, ce qui donnera 

O = /l ^ h k' -T h . . . •♦- t_ . - . 

Ôx Ojr * 

En faisant la soustraction, il ne restera dans le développement que 
les termes divisibles par A' — A", et l'on aura 






k*—k ) 



Tous les termes de la parenthèse qui suivent le premier étant infi- 

niment petits^ il en résultera toujours que ^ doit être nul. 

Donc, en général, on a, pour un point multiple où il passe plus 
d'une branche de courbe, les relations (a), qui doivent avoir lieu 
en même temps que l'équationy (x, y)=zo. 

o94. Si par le point (j:,j^) il passe une troisième branche de 
courbe, non tangente aux deux autres, on aura, en ayant égard 
aux équations (2), qui sont nécessairement satisfaites, 

0"=. r— : -h iiK 



avec deux autres équations semblables pour les accroissements 
k', h" des ordonnées des autres branches. On en tire par soustrac- 
tion 

<)'/ k' + kd\f .;-., 

O :=! -7 r— -t- , — -:; — ; -+- 



_ d\f r-H k d*/ ,',-,, 
° ~~ dxdj- "^ i/t dj-' "^ //(/•"— X-)' 

O = ; -r—i -t- 



Cette dernière équation donne, en passant à la limite, -r-^ =0; 
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en revenant ensuite aux équations précédentes, on en conclut que 
et -r-j s'annulent également. Donc si, par le point {Xyj)y il 



dxôx àx 

passe trois branches de courbe qui se coupent sans être tangentes 
entre elles, les dérivées partielles du second ordre dey(a:,^) de- 
vront s'annuler en ce point, comme les deux dérivées partielles du 
premier ordre, et Ton aura, outre l'équation y (j:,j) = o et les 
équations (2), les conditions 

,,> dV àV d^f 

3) -— ;=:o, -T — r-=0, -— == O. 

On étendrait, comme précédemment, ce résultat au cas où deux 
de ces branches, ou toutes les trois, seraient tangentes entre elles. 

On voit sans peine comment on peut poursuivre ces considéra- 
tions, lorsque la courbe a un nombre quelconque de branches pas- 
sant par le point [x,y). 

595. La propriété des points multiples, d'annuler les deux déri- 
vées partielles du premier membre de l'équation de la courbe, a 
lieu également pour les points isolés et pour les points de rebrous- 
sement. 

Soit, en effet, (xo,^o ) un tel point. On pourra tracer par ce point 
une infinité de droites telles que, d'un côté d'une de ces droites, il 
n'existe aucun point de la courbe infiniment voisin du point (0:0 9 /o)- 
Si l'on prend donc sur une telle droite, de part et d'autre du point 
{jr 07^0)9 deux points infiniment voisins 

on pourra mener de l'un de ces points à l'autre une ligne continue 
qui ne rencontre pas la courbe, et, par conséquent, en aucun 
point de laquelle la fonction y (j:,j^) ne puisse s'annuler. Cette 
fonction, étant supposée finie et continue pour toutes les valeurs 
finies de x et de^, ne pourra donc changer de signe, lorsque x et 
Y passent des valeurs Xo — /'> J — ^ aux valeurs Xq + A, j^o -H ^• 
Or, à cause dey(a:o,^o) = 0, on a 

Pour que cette quantité ne change pas de signe avec h et k, il faut 
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k , . 

évidemment, j étant arbitraire, quey*'(j:o) ety'(j^o) soient nnls, 

et par suite que les coordonnées du point isolé ou du point de 
rebroussement satisfassent aux conditions (a). 

596. Donc, pour obtenir les points de la courbe y(x,^) = o 
qui peuvent être singuliers, on cherchera d*abord les solutions 
communes aux trois équations 

puis Ton examinera en particulier chacun des points correspon- 
dants à ces solutions. 

Dans le voisinage du point {^x^y) qui satisfait à ces conditions, 
on a 

En supposant que les conditions (3) ne soient pas toutes satisfaites, 

h 
la limite y du rapport j sera donnée par Féquation du second' 

degré 

(il o= -\- Y^ — 1 — v' — ^• 

Toutes les fois que les racines de cette équation ne seront pas 
réelles, c'est-à-dire toutes les fois qu'on aura 



( 






le rapport ji infiniment peu différent de y, ne sera pas réel non 

plus. Il n'existera donc aucun point réet [x-i-h^y-^k) de la 
courbe dans le voisinage du point {x,y). Ce point sera donc un 
point isolé. 

Si l'équation (4) a ses racines égales, et par suite réelles, les 

deux valeurs de t différeront infiniment peu l'une de l'autre. On 

aura donc deux branches tangentes entre elles, se continuant de 
part et d'autre du point (Xyjr), ou bien s'arrétant toutes les deux 
en ce point, qui sera alors un point de rebroussement; ou bien 
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enfin -r^ quoique différant infiniment peu d'une valeur réelle, sera 

imaginaire^ et le point {x,jr) sera un point isolé. 

Si les racines de Téquation (4) sont réelles et inégales, c'est-à- 
dire, si Ton a 

le point {x,y) sera généralement un point double, ou exception- 
nellement un point isolé. 

Si les trois dérivées partielles du second ordre sont nulles, on 
poussera le développement plus loin, et l'on discutera les racines 
de l'équation du troisième degré en j^. Et ainsi de suite. 

597. Un point de rebroussement est dit de première ou de se~ 
conde espèce, suivant que les deux branches de courbe qui vien- 
nent se toucher et s'arrêter en ce point sont situées de part et 
d'autre de la tangente commune, ou d'un même côté de cette 
tangente. 

En exceptant le cas dej^^=o, où le point de rebroussement 
correspond à un maximum ou à un minimum de x seulement si 
le rebroussement est de première espèce, et le cas de j'= oo , où 
le rebroussement de première espèce correspond à un maximum 
ou à un minimum de^ seulement, un point de rebroussement de 
première ou de seconde espèce correspond à un maximum ou à un 
minimum de x et de ^ à la fois. Ce caractère servira à déterminer 
les points de rebroussement, lorsque x et j seront exprimés au 
moyen d'une variable indépendante quelconque, qui ne devienne 
pas maximum ou minimum en même temps que les coordonnées 
[400]. On cherchera dans ce cas les valeurs de cette variable t pour 
lesquelles x =^^[t) etj^= ;j(t) sont maxima ou minima à la fois, 
ou qui donnent x maximum ou minimum avecj^'= o, ou bien j^ 
maximum ou minimum avec j^= oo . 

598. Considérons la courbe dérwée, dont nous avons déjà fait 
usage [591 ], et qui a pour ordonnée la valeur de y' qui correspond 
à chaque abscisse x dans la courbe proposée /{Xjjr) = o. En 
exceptant le cas où la tangente commune est parallèle à l'axe des^ 
(cas que l'on peut toujours éviter, en échangeant, s'il le faut, les 
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axes entre eux), un point de rebroussement correspond à un maxi- 
mum ou à un minimum de x dans la courbe proposée, et par suite 
aussi dans la courbe dérivée (sauf le cas où une branche imagi- 
naire aurait une tangente dont le coefficient angulaire serait réel). 
Dans le cas d'un rebroussement de première espèce, j^ croît 
dans le même sens avant et après le point considéré, lorsqu'on 
passe d'une branche à l'autre de la courbe primitive. Il s'ensuit de 
là qu'au point correspondant de la courbe dérivée la tangente est 
parallèle à l'axe des^. On a donc généralement, dans ce cas, 






et il en résulte qu'en un point de rebroussement de première es- 
pèce le rayon de courbure p =^ — -— est nul, et la courbure - 

V 1 

infinie. Par conséquent, la courbe rencontre en ce point sa déve- 
loppée. 

Il peut arriver exceptionnellement que, pour un rebroussement 
de première espèce de la courbe primitive, la courbe dérivée ait 
aussi un rebroussement de première espèce; mais, comme il ne 
doit pas y avoir de maximum dej'', il faut que la tangente soit pa- 
rallèle aux or, et que l'on ait par conséquent 

>*'=o, d'où p = co, - =o, 

ce qui correspond à une asymptote de la développée. 

Si le rebroussement est de seconde espèce, j^' prend, pour les 
deux branches, des valeurs égales au point considéré ; et, en par- 
tant de ce point pour aller sur chacune des branches, j'avarie dans 
le même sens. On en conclut que, ^' devant avoir un maximum ou 
un minimum en même temps que x, la courbe dérivée doit avoir 
un point de rebroussement, et que, si ce rebroussement est de pre- 
mière espèce, la tangente ne doit pas être parallèle à l'axe des x. 

599. Pour distinguer les deux espèces de rebroussement, il 
suffit de voir si, au point considéré, ou pour un point infiniment 
voisin, les valeurs de y^^ correspondantes aux deux branches sont 
de signes contraires ou de même signe, c'est-à-dire si les deux 
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branches tournent leur concavité dans des sens contraires ou dans 
le même sens. Mais, si la tangente était parallèle à l'axe desj^, on 
échangerait entre eux les axes, ou encore on vérifierait si la courbe 
a des points de part et d'autre de l'ordonnée tangente, ou si elle 
n'en a que d'un seul côté ; en d'autres termes, si x n'a pas de maxi- 
mum ou de minimum, ou s'il en a un. 

600. Il existe des relations entre la forme de la développée au 
point qui correspond à un point singulier de la courbe, et la nature 
de ce point singulier. 

Aux points d'inflexion, et généralement aux points pour les- 
cpiels la courbe a avec sa tangente un contact d'ordre supérieur au 
premier, on a généralement^ "= o, p = oo . Le rayon de courbure 
infini est une asymptote de la développée. Les deux branches in- 
finies sont dirigées en sens contraire ou dans le même sens, selon 
que le point de contact est ou n'est pas un point d'inflexion, c'est-à- 
dire suivant que l'ordre du contact de la courbe avec la tangente 
est pair ou impair. 

Aux points de rebroussement de première espèce de la dévelop- 
pante, on a généralement p = o ; la développée rencontre la déve- 
loppante à angles droits. On voit que la réciproque est vraie, en 
considérant la développante comme engendrée par le point de 
contact primitif de la tangente à la développée, cette tangente rou- 
lant sans glisser sur la développée. 

Aux points de rebroussement de seconde espèce de la dévelop- 
pante correspondent généralement des points d'inflexion de la dé- 
veloppée. 

Les points de maximum ou de minimum du rayon de courbure 
répondent généralement à des points de rebroussement de pre- 
mière espèce de la développée, sauf le cas où l'on aurait excep- 
tionnellement j^'''=o, ce qui correspondrait toujours à une asym- 
ptote de la développée. 

Aux points d'arrêt et aux points saillants de la développante 
correspondent des points d'arrêt de la développée. 

La développante d'une courbe dont deux branches infinies s'ap- 
prochent d'une asymptote commune dans deux directions oppo- 
sées, comme dans l'hyperbole ordinaire, a un point d'inflexion à 
son intersection avec l'asymptote. Elle a un contact du troisième 
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ordre avec sa tangente au point où eUe traverse l'asymptote, lorsque 
les deux branches de la courbe tendent vers la même région de 

Fasymptote, comme dans la courbe j>^ = -^• 
601 . Exemples. — I. Soit la courbe 

X* — -i' -4- jr* = O, 

qui est la lemniscate. On a, pour a: = o, y = Of 

-f- =r— 2.r-i-4x»=o, — =^^ = o. 






Donc y est donné par Téquation — 24- ^y^= o, d'oùj^= db i. 

Ensuite, la valeur y=^±x\Ji — x^ étant réelle pour x voisin de 
zéro, la courbe a deux branches réelles passant par l'origine. On 
a maintenant, en général, 

jry'— X— 1x^ = 0, j^j"-+-y* — I — 6x* = o, jry" -\-^yy —\ixz=zo, 

d'où l'on tire, pour x = o, ;^ = o, et pour chacune des valeurs de 
y\y=zo. Ensuite, j^'" est donné par l'équation 

yy^ 4- 4 j'y -h Zf^ — 1 2 = o, 

qui donne une valeur àe y'^' différente de zéro. Donc chacune des 
deux branches de courbe présente une inflexion à l'origine. 

IL L'équation 

x"^ — 3 axjr -+- j* = o 

donne, pour x = Oj j =-. o^ 

— =3{x'-aj]z=o, ^ = 3(j«- a.r) =0. 

Puis on a, pour ce point, 

-— - =z bx, -^ — ^ = — 3fl, -T-; = or, 
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et Téquation en j^, 

(i) 6j/* — 6«y -h 6x = o, 

a nne racine nulle et une racine infinie. Pour avoir le sens de la 
concavité y diflférentions deux fois l'équation précédente, ce qui 
donne les équations 

( j« — <ix) y^ -h 6 jy ^"^ — Zaf-\- a/» H- 2 =: o. 

On tire de la dernière, pour x=-y = j^= o, j'''= ^— » valeur po- 

sitive avec a ; donc la branche tangente à Taxe des x est concave 

vers le haut. Pour l'autre branche, tangente à Taxe des y^ nous 

chercherons le sens de sa concavité relativement à la direction 

y" 
des Xj lequel dépend [547] du signe de j::'^ = — ^- Or on a, en 

négligeant des quantités qui s'annulent, 

6jy- j7i ~ 3fl — + a -h — = o. 

D'aiUeurs l'équation (i) donne 

r/— «-+--7 =o; 

d'où, pour X = o, j''= 00, 

Wmyy' =. a. 

Donc l'équation ci-dessus donne 

et par suite la courbe est concave vers la droite. 
III. Considérons la courbe 

y^ — 2x*j-f- x*^.= o, ou jr-=x^[\±^i r), 

pour laquelle ^ et ^ s'évanouissent au point x = Ojjr = o. L'é- 
quation dérivée seconde donne, en ce point, 2j^^= o. Doncj^ a 
une valeur double égale à zéro, ce qui annonce deux branches 
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tangentes à Taxe des x. Pour avoir le sens de la concavité, on 
poussera jusqu'à Téquation dérivée quatrième, qui donne 

(6v"- a/{)^>"=o, 

d'où les deux valeurs j"= 4> j''= o. La première valeur indique 
une branche concave vers le haut; la seconde annonce une in- 
flexion. En effet, en différentiant une fois de plus, on trouve 

j'">o. 

IV. Si l'on prend la courbe 

j* — 2 x^X -i- X* -f- x^ = o, ou ^- = X* ( I rt ^ — jt), 

l'équation différentielle première df= o devient identique pour 
X =y = o. L'équation d^f= o donne pour^ deux valeurs nulles, 
et comme la courbe n'a de points qu'à gauche de l'origine, on en 
conclut que l'origine est un point de rebroussement. L'équation 
d*f= o donne j''* — 4y^-h 4 = «> équation dont les deux racines 
sont de même signe. Donc on a un point de rebroussement de 
seconde espèce. 

V. Soit encore la courbe 



^•' -f- x' -h .r^ ^ o, ou Y=±x ^ — I — X. 
On voit immédiatement que l'origine est un point du lieu, lequel 
annule ^ ^^ ^" • Po^^* ce point, l'équation d^y'= o se réduit à 

7'^-|-i = o, qui n'a pas de racine réelle. Donc l'origine est un 
point isolé. 

602. Dans le cas où les coordonnées x, j^ sont exprimées en 
fonction d'une variable indépendante t, on a un point multiple 
lorsque x et y reprennent l'un et l'autre les mêmes valeurs respec- 
tives pour deux valeurs distinctes t et ^ 4- ^ de la variable indé- 
pendante. Ainsi, si les équations qui représentent la courbe sont 
a: = (p(f),j^=^(f), les points multiples seront déterminés par 
les deux équations 

d'où l'on tirera les deux inconnues t et 0. 

Soit, par exemple, la cycloïde raccourcie, représentée par les 



\ 
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équations 

x=ia[nt — ûnt]y y^=za[i — cosr). 

Les points multiples seront déterminés par les équations 

«r— sin/=/i(/-j- 9) --sin(f-4- 0), — cosf = — cos(^-f- B). 

On en tire 0= — af, nt=sinf, ce qui est admissible pour 

»<^i. 

Si 72= I, cas de la cycloïde ordinaire, on a rfy^= asiutdty va- 

sînf I • . 

leur nulle pour i = o ; j^= = cot - t, infini pour f = o ; 

d^yzzz a COS tdt^, valeur positive. Donc l'origine répond à un mi- 
nimum dej, et non de x, pour lequel j^=: oo . Donc [S97] c'est 
un point de rebroussement de première espèce. 



§IX. 

APPL1CA.TI0NS DU CA.LCUL DES QUANTITÉS COMPLEXES 

A LA GÉOMÉTRIE PLANE. 

603. Nous terminerons ces applications du Calcul infinitésimal 
à la Géométrie plane en donnant quelques notions sur la méthode 
créée par M. Bellavitis sous le nom de Calcul des équipollences, 
et fondée sur les principes de la Théorie des quantités complexes. 

Nous avons établi la correspondance qui existe entre les con- 
structions géométriques dans le plan et les opérations analytiques 
sur les quantités complexes. Rappelons d'abord quelques consé- 
quences immédiates de ces principes. 

604. Soit c = a-f- ti = ye'^ une quantité complexe; c pourra 
représenter indifféremment le point (a, i) ou (y, 9) du plan, ou 
bien le rayon Oc mené de l'origine à ce point et considéré en 
grandeur et en direction. Dans ce dernier cas, c pourra être trans- 
porté parallèlement à lui-même d'une manière quelconque dans 
le plan. 

Nous appellerons conjuguée de la quantité c celle qui repré- 
sente un point ou un rayon symétrique de c par rapport à l'axe 
Ox, origine des angles. Nous la représenterons par la rotation c. 

La conjuguée d'une quantité s'obtient en changeant partout i 
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en — i dans l'expression de cette quantité en fonction de quan- 
tités réelles. Ainsi, si nous convenons de désigner la conjuguée 
d'une quantité en surmontant la représentation de celle-ci d'un 
trait horizontal, la conjuguée de 

sera 

605. I. L'égalité 

nous apprend que la longueur ou le module d'une quantité com- 
plexe est la racine carrée du produit de cette quantité par sa con- 
juguée. 

II. De l'égaUté 

c 

on conclut que le coefficient de direction e'^ de la quantité c est la 
racine carrée du rapport de cette quantité à sa conjuguée. 

III. Étant données deux quantités complexes 
dont les conjuguées sont 

c = y e~'^^ c' r=y' e "'•', 

l'angle G — 6^ que les deux lignes c, c' font entre elles, sera donné 
par Téquation 



lY. La quantité 



c c 



• + •' 



^cc'= v^yy' e ' 



représente la moyenne proportionnelle bissectrice des deux lignes 



ce'. 



606. Soit z une variable complexe, t une variable réelle. Si l'on 
établit entre ces deux variables une relation quelconque 

(«) *=/('). 
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cette relation sera vérifiée par une suite continue de points, "for- 
mant une courbe dans le plan. 

D est aisé de voir que Péquation d'une courbe quelconque peut 
être mise sous cette forme, en prenant pour t soit une des deux 
coordonnées, rectilignes ou polaires, d'un point de la courbe, soit 
une troisième variable, dont ces coordonnées sont des fonctions. 

Réciproquement, étant donnée une équation de la forme (i), on 
en tire, par la séparation du réel et de l'imaginaire, deux équa- 
tions, au moyen desquelles on déterminera les deux coordonnées 
de chaque point en fonction de la variable t. 

607. Si a est une constante réelle, l'équation 
[i) z=. at 

représentera l'axe Ox. En multipliant le second membre par un 
coefficient de direction e'*, l'équation 

représentera une droite faisant avec Ox l'angle a. Si l'on écrit 
maintenant a au lieu de ae'*, a étant alors une quantité complexe 
quelconque, l'équation (2) représentera une droite quelconque 
passant par l'origine. 

Pour f = I, z = a. L'équation (a) est donc celle de la droite qui 
joint l'origine au point a. 

Si l'on multiplie le second membre par un coeflBcient de direc- 
tion e*, l'équation 

représentera une droite faisant avec la droite (a) l'angle d. 
Réciproquement, l'angle d, que font entre elle s deux droites 

(3) z = at, z^a'u 

est donné par l'équation ( ' ) 

a 



(^) n est entendu qne, dans cette équation et les autres analogues, on ne s'occupe 
que de l'égalité des arguments. 
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cet angle étant compté de la seconde droite vers la première. 

En supposant 6 = ~» on a, pour l'équation de la perpendicu- 
laire à la droite (a), 

z =z iat. 

Réciproquement y la condition de perpendicularité des droites (3) 
sera 

La bissectrice de Tangle des deux droites (3) a pour équation 



en prenant le signe -+• ou le signe — , suivant que l'on considère 
les portions des deux droites correspondantes à des valeurs de t de 
même signe ou de signes contraires. 

608. En ajoutant à chaque valeur de z une droite constante en 
grandeur et en direction b, on obtiendra une parallèle à la droite 
(2), dont l'équation sera 

(4) z = at'\- b. 

En faisant varier b, on obtient toutes les parallèles à la droite (2). 
Pour que deux droites 

soient parallèles, il suffit que les droites z = aty z = a!t se con- 
fondent, ce qui aura lieu si leurs coefficients angulaires a, al sonl 
deux quantités complexes égales, ou du moins ayant même argu- 
ment et par suite un rapport réel. La condition de parallélisme 
sera donc 

— = une quantité réelle. 
a 

La droite (4) passe par les points i, i -+- a et i — a. 

Pour avoir l'équation d'une droite passant par les deux points 
donnés z^,Z2j on identifiera ces points avec & et £ + a, ce qui 
donnera i = ^4, a = Zj — z<, et l'équation de la droite sera 

2 — — z 
3 = «, H- (z, — z, ) f, ou = t. 



Zj — Zi 
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L'équation d'une droite menée par le point c et faisant avec (2) 
ou (4) Tangle sera 

L'équatîon de la perpendiculaire abaissée du point c sur la droite 

(2) ou (4) sera donc 

« = c -4- iat. 

609. Si Ton considère un lieu géométrique comme engendré 
par le mouvement du point z correspondant au temps t^ un terme 
de la forme at exprimera un mouvement de translation suivant la 
direction Oa ou parallèlement à cette direction. 

Un terme de la forme ae'' exprimera un mouvement de rotation 
de la droite a autour de son extrémité initiale. 
D'après cela, il est facile de voir que les équations 

z = ae^^ représentent un cercle ayant son centre à Torigine, 

z = aé^-v- h » un cercle ayant son centre au point b^ 

z =z aé* •\- bt » une cycloïde allongée ou raccourcie, 

z ■=. aé^-v- bé'^^ » une épicyclolde ou. une hypocycloîde, 

z = até^ » une spirale d'Archimède, 

z = fl^C*^'^' » une spirale logarithmique, 

z = a[i — it) e" » une développante de cercle. 

610. Les équations x= gcost, j=:hsint représentent, en 
coordonnées obliques, une ellipse rapportée à deux diamètres con- 
jugués ag, ah. Si a et P sont les angles de ces diamètres avec l'axe 



origine des directions, les coordonnées xetjr seront affectées des 
coefficients de direction e'*, &^; et comme {Jig. 58) 

a = OM = OP + PM = x^«-i- /c'P, 

H. — Cours de Cale, infin., IL 7 
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si l'on pose 

on aura enfin, pour Téquation de Tellipse, 
(5) z =z a Qost '\- b ûnt. 

On pourrait remplacer, dans cette équation, cos^ et sint par 
deux autres fonctions quelconques de t dont la somme des carrés 
soit Tunité, et représenter Tellipse par Téquation 

(6) 2 1= «T -f- ô v^7~ r. 

En particulier, si Oa et 0£ sont les deux demi-axes, de lon- 
gueurs a et (, et que Ton prenne la direction Oa pour origine des 
angles, Ob sera représenté par i(, et l'équation deviendra, a et 6 
étant réels, 

(7) 2 = ûcos/ H- /bsin^ 

Si, dans Téquation (5), on remplace t par £-f- -9 on aura un 
autre point de l'ellipse N, représenté par 

(8) z^—-. — asÀnt -^- bcost. 

Or l'expression 

Ç = z cosT -}- Zi sinr rr: a cos (t -f- r) -h ô sin ( t -i- f ) 

représente encore un point de l'ellipse, quel que soit r. Donc OM 
et ON sont deux diamètres conjugués. 

On tire maintenant des équations (5) et (8) 

z'-^z\ = a}-}rbK 

Donc la somme des carrés de deux diamètres conjugués, pris en 
grandeur et en direction, est constante. Si l'on remplace z, Z|,a, b 
par re'^, rie'''», gfe'", Zie'P, on tire aisément, de l'égalité précé^ 
dente, 

(;..^rî)« - 4[rr.sin (/;,-/. )p^ (^«-i- //«)'- 4[^//8in(l3- «)]S 

ce qui est une conséquence des théorèmes d'Apollonius. 

Désignons par/^ la somme constante a*-f-i^, et soient Oyet 
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0/i = — 0/les deux valeurs de y/ô^+T^. On peut écrire 



f:=iyl[a-\-ib)[a---ib). 

Si Ton mène hah^ perpendiculaire à O J, et que l*on y porte les 
longueurs aAr = aA"i = O ft, alors on aura 

0^, = a-\- ib, 0/ -~ « ~ ib, 
et par suite 

donc Of est une moyenne proportionnelle bissectrice entre OAr, 
et Oât. 

On peut construire autrement ces mêmes points y, y*^. On peut 
écrire 



/= V^" {• * 7) 



b^ 

On obtient — = Oc en construisant le triangle Oie directement 

semblable à Oaby puis menant ad égale et parallèle à Oc. Alors 

Oy sera la moyenne proportionnelle bissectrice Ae Oa et de Od, 

Puisque l'on a^- = ^^ _j_ ^^^ on en conclut, à cause de/J == — /, 

Donc le diamètre conjugué de OM est la moyenne proportion- 
nelle bissectrice entre les deux rayons vecteurs M/*,yM. Il est 
donc parallèle à la bissectrice de Tangle formé par un de ces rayons 
vecteurs et le prolongement de l'autre. 

611. Étant donnée l'équation d'une courbe 

la différentielle dz représentera en grandeur et en direction Télé- 
ment d'arc de la courbe, et, si l'on désigne par ds la longueur de 
cet élément et par (ù l'angle de la tangente avec Taxe Ox, on 
aura 

La valeur de ds est la moyenne proportionnelle entre dz et son 
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conjugué [605, 1], 

ds = S^dz . dz . 

L^angle o) est déterminé [604, II] par la formule 



Y dz 



En difTérentiant cette expression, on obtient Tangle de contin- 
gence cfci). 

Ainsi, pour la spirale d'Archimède, dz = ate", et Ton a 

dzz=za[\'^ it]é^dt, . ëfa = «(i — it)er-^'dt, 
d'où Ton tire 



ds = ai^i-h fi.dt, e'- = e" W^-^' 

Pour Tellipse rapportée à ses axes [610, (7)], on a 

dz= [ — a sinr -4- 6/ cosr) dt^ 
d'où résulte 



ds =r \/a* sin* r -+- b* cos* f . rf/. 

612. Cherchons maintenant Téquation de la tangente. Cette 
équation étant de la forme ^= z-h aZyle coefficient angulaire a 
doit être égal [608] à dz multiplié par une quantité réelle, que 

nous pouvons choisir égale à -7- • En posant donc 

dz 

dt~^' 

nous aurons, pour l'équation de la tangente au point z, 

(9) Ç;=z + z't. 

D'après cela, on aura, pour l'équation de la normale eh z, 

(10) Ç=:Z-i-/3'T, 

et pour l'équation d'une oblique, faisant avec la tangente l'angle 7, 

(11) Ç = 2-f-c'Tz'T. 



CALCUL DES ÉQUIPOLLBNCBS. lOI 

613. Exemples. — I. D'après cela, la tangente à Tellîpse aura 
pour équation 

Ç = acos^+ ôsinr-H ( — asin^+ ôcos<]t. 

On voit que cette droite est parallèle au diamètre ON, conjugué 
de OM [610, (8)], et par suite bissectrice de Tangle supplémen- 
taire des rayons vecteurs. 

Ç étant la somme des deux composantes a(cos{ — Tsint), et 
i(sinf-hTCOs«), parallèles l'une à Oa, l'autre à 04, cette droite 
rencontrera l'une des droites Oa, 04, lorsque sa composante pa- 
raUèle à l'autre sera nulle. Ainsi on aura le point de rencontre avec 

Oa en faisant 

8in^4-TCos^ = o, 
d'où 

T r= — tangf, et ?« = --- • 

cosf 

On trouverait de même, pour le point de rencontre avec Oi, 

b 

smr 
On conclut de là 

à" b* ___ 

Fï "^ yl — '• 

II. La parabole étant engendrée par la composition de deux 
mouvements, l'un dirigé suivant Oa et proportionnel au carré du 
temps, l'autre dirigé suivant Ob et proportionnel au temps, son 
équation sera 

a et b étant des quantités complexes quelconques. 
L'équation de la tangente sera 

*Cette tangente rencontre Oa pour t = — «, ce qui donne 

Ce point est donc symétrique, par rapport à l'origine, de l'extrémité 
de la composante at^ parallèle à Oa. Elle rencontre Oi pour 

T = — - /, d'où lb=- ht. 
2 ^ a 



lOa LIVRE III. — CHAP. I, § IX. 

Par le point M menons une droite My*qui fasse avec la tangente 
MT le même angle que celle-ci fait avec Oa. En introduisant un 
facteur réel indéterminé k, on aura 

7M/:MT = MT:0a, 

Al 

d*où, en mettant pour MT = f — z sa valeur 2at -+- i, 

a ' 

Donc 0/= OM -4- M/* a pour valeur 

(1-4-4/-) (a/* 4- ^) + ^-"-» 

et cette valeur sera indépendante de f, si l'on prend i== » 

d'où ** 

valeur qu'il est facile de construire. Il existe donc un point fixe 
par lequel passent toutes les droites faisant avec la tangente un 
angle égal à Tangle de celle-ci avec Oa. C'est le foyer de la para- 
bole. 

III. L'équation de la tangente à la spirale d'ArchimèdCy 

z = ate^^, sera 

Ç = X -4- ae*' ( I -h it] T. 

Pour avoir l'angle de la tangente avec le rayon vecteur, on prendra 
la formule 

C — = :i . — — :■ 9 

Ç — Z Z l — // 

d'où l'on tire 

tongô =. \ [e^'^— i):(e*'»-l- i) =r /. 

614. Cherchons actuellement le centre de courbure, intersec- 
tion de deux normales infiniment voisines. 

Pour passer d'une normale à la suivante, il faut changer t en 
t + dt. Au point d'intersection des deux normales, C doit être le 
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même, et par conséquent dÇ nul ; mais r aura dû varier d'une nor- 
male à l'autre, et se changer en r -+- rfr. On différentiera donc 
l'équation (lo) de la normale par rapport à t (dont z est fonction) 
et à T, en laissant ^ constant, et l'on aura ainsi l'équation 



(i^j o = .'(l+/^) 



-f-/z"T, 



équation qui se partagera en deux équations réelles, d'où l'on 

tirera les valeurs de r et de — pour le point d'intersection. En 

mettant pour t la valeur trouvée dans l'équation (lo), on aura le 1^ 
du centre de courbure correspondant au point z. 

La longueur du rayon de courbure sera donnée par la for- 
mule 

Si, dans l'équation qui donne le ^ du centre de courbure, on 
considère t comme variable, on aura Téquation du lieu des centres 
de courbure, ou de la développée de la courbe proposée. 

Le même calcul s'applique à la recherche du lieu des intersec- 
tions successives des obliques représentées par l'équation (i i). Ce 
lieu porte le nom de déi^eloppée imparfaite de la courbe. 

615. Exemples, — L Si l'on considère l'ellipse rapportée à ses 

axes principaux, 

z = acos^ -h ib sin /, 

l'équation de la normale 

Ç:rz: acost -\- ibsuit-h /t( — asïnt -f- ibcost) 

donne, par la différentiation, 

o = ( — asini -h ib cos/) ( ' + ' ;7- ) — ''^ (^ cos t -i- ib sinf ), 

d'où l'on tire, en séparant le réel de l'imaginaire, 

abT=:a^ sin* t -{- b^ ces* t. 

Mettant cette valeur dans l'équation de la normale et faisant 
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Ç = Ç -f- lyj, il vient 

d'où Téquation de la développée 

(«Ç)^-4-(^i3)^=(a*-ô«)'. 

IL La cycloïde ordinaire, rapportée à son point de rebrousse- 
ment et à sa base, a pour équation, le rayon du cercle générateur 
étant = I , 

L'équation de la tangente est donc 

Pour r = i 7; = cot -» on a f = i 4- 21. Donc la tangente 

passe par l'extrémité supérieure du diamètre vertical du cercle gé- 
nérateur. 

L'équation de la normale est 

Elle donne ^ = ^ pour t = — 1 ; donc la normale passe au point de 
contact du cercle générateur. Il vient, en différentiant, 

I — (/ + t) e-'' -4- /(i — e-'^) ^ = Oy 

d'où l'on tire t == — 2, et par suite le rayon de courbure est double 
de la normale. L'équation de la développée est donc 

ce qui représente une cycloïde égale à la proposée. On peut, en 
effet, écrire cette équation sous la forme 

Ç -t- TT =r r -4- TT — 2/ -4- /(i — e-'^'+'^'), 

équation de la proposée dont on a transporté le point de rebrous- 
sèment au point tt — 21. 

Si l'on cherche de même la développée imparfaite, c'est-à-dire 
le lieu des intersections successives des obliques représentées par 
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Téquation 

Ç = / -h (|-f-^TT)(l— «-'■'), 

on trouve t = — a sin/, et par suite Téquation du lieu est 

Ç = / -4- (i — «Tsiny) (i — tf-''). 

III. Pour la spirale logarithmique 
l'équation de la normale est 
ce qui donne, en différentiant et divisant par n + i, 

= H-(//I — l)T-f-/-7-i 

d'où l'on tire t == i. On a donc, pour l'équation de la développée, 

ce qui donne une courbe identique à la proposée que l'on aurait 
fait tourner d'un certain angle. La longueur du rayon de courbure 
est 

Pour la développée imparfaite, on trouve T=:siny, ce qui 

donne 

Ç = [i -f- (/i-f- /Vt siny] e("+')', 

équation qui représente encore la même spirale, à la position près. 

616. La recherche des développées est un cas particulier du 
problème des enveloppes, et la solution de celui-ci peut être com- 
prise, avec le problème des trajectoires, orthogonales ou obli- 
quangles, dans une même formule commune. 

Soit 

(l3) Z:=.f[t,\) . 

l'équation d'une courbe, renfermant un paramètre arbitraire \ 
que nous supposerons réel, comme la variables. Si l'on considère un 
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lieu rencontrant toutes les courbes de la série représentée par cette 
équation pour les différentes valeurs de X, les divers points de ce 
lieu correspondront à des valeurs de z données par Téquation (iS), 
où Ton fera varier simultanément t et X. Si l'on établit entre ces 
deux quantités une certaine relation, on déterminera la nature du 
lieu qui traverse les courbes (i3). 

Supposons maintenant que la trajectoire cherchée doive couper 
les lignes (i3) sous un angle constant 9. On exprimera cette con- 
dition en écrivant que l'angle des tangentes à la ligne (i3), obte- 
nues Tune en supposant X constant, l'autre en supposant X variable, 
est égal à l'angle donné 0. 

En différentiant l'équation (i3) dans les deux hypothèses, on 

trouve respectivement, pour les coefficients angulaires des deux 

tangentes, 

dz _àf dz _ df df dk 



di dt^ dt dt dl dt^ 



ou, en supposant, pour abréger, ~ = s , 4r = z,, 



dz , dz , dl 

— •= z — :=! z -h z — 

dt ' dt ' dt 



On aura donc, pour déterminer l'angle de ces deux tangentes 

[605, III], la formule 

di. 



Z -+- Z 

' dt J , , 

'-^''dt 



OU, en faisant e*'" = m. 



(i4) [m^l^-Hz,]- -+-(m-i)z'i'zzro. 

Si 6 = -? alors m = — i , et l'on a, pour l'équation des trajec- 
toires orthogonales, 

(i5) [z!'z,-\-z Zj) -— + 2z'i'~o. 

617. L'équation (i4) sert aussi à la détermination des courbes 
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enveloppes. En y faisant 9 = 0, d^où m =: i, le second terme de 

Téquation disparaît, et, en supprimant le facteur -j- y qui, égalé à 

zéro, donnerait une quelconque des enveloppées, on a, pour dé- 
terminer l'enveloppe, Téquation 

(i6) z'5, — â'z, =^0. 

Tirant de là la valeur de X, et la reportant dans Téquation (i3), 
on aura Téquation de Tenveloppe. 

Exemple, — Soit proposé de trouver l'enveloppe des cercles 
qui ont pour diamètres les cordes d'une ellipse [615] 

z =2 acos^ -4- ib sin > 

parallèles à l'axe 2b. L'équation générale de ces cercles est 

zz=:a cos^ -f- b sin> . c". 

On trouve, en différentiant, 

z'=zibûn'k.e^', ^/ = ~ asin> -h ^cosX.tf*'; 

Téquation (16) donne alors 

— asinX.e^'-f- ôcos>=-f asin^.^""'' — bcos'k, 

d*où 

6cot> = flcos^, 

et, par suite, on a, pour l'équation de l'enveloppe, celle d'une 
ellipse 

\/a*-\- b^.cost bsint 



z =2 ^a* H- b*. ^ -f- ib. 



\ja^ CCS* r -4- ^* sja^ ces* H- ^* 

618. Cherchons encore les trajectoires obliquangles d'une cy- 
cloïde mobile le long de sa base, et représentée par l'équation 

On a ici 
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L'équation (i4) devient alors 

o = [$in0-4-sm(f— ^)]'J~ "^ asiû5(t — cosf), 

que Ton peut écrire sous la forme 

dX sinO — 8in(© -f- r) 

tU'"'^ sinô — sin ( 6 — t) 

co$(©4- 



= — IH 

cos 



= — I + COS29 — sinsdtanglO U 



ce qui donne, en intégrant, 

>=:C— (l — COS2Ô)^-f- 2sin29logC08 (ô ]• 

Pour 6=-» X = C — Ht y et l'on a, pour l'équation des trajec- 

toires orthogonales de la cycloïde mobile, C étant une constante 

réelle, 

z — C-r-h*(i — <?-"); 

ces trajectoires sont des cycloïdes égales aux proposées. 

619. Trouver la trajectoire obliquangle de toutes les ellipses 
de mêmes foyers fjf\' 

D'après ce que nous avons vu [610 et 613], un segment MT, 
pris sur la tangente au point M, est égal, à un facteur réel près, à 
la moyenne proportionnelle bissectrice entre les deux rayons vec- 
teurs fs M, My, de sorte que le coefficient angulaire de la tan- 
gente est de la forme 

Celui de la tangente à la trajectoire sera donc 

ce qui donne enfin 

dz 



— z=i oLe"-^ Jj ^ — zK 
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En intégrant cette équation, il vient, pour Téquation des trajec- 
toires obliquangles de Fellipse, 

z=/cos(tf^' -♦-€), 

en écrivant, pour plus de simplicité, t au lieu de at. 
Pour y = - » Féquation devient 

z=r/cosC.Chr— f/sinC.Sh/, 
équation d'une hyperbole. 

620. Appliquons les calculs précédents aux trajectoires et aux 
enveloppes des normales et des obliques d'une courbe donnée. 
Considérons l'équation d'une oblique 

Pour appliquer à cette ligne la formule (i4)) îl f^ut changer dans 

celle-ci z, t, 1 en Ç, t, t respectivement. On remplacera alors z' 

dt . dz d^ dz i^ d^z ,,, . , .. 

par ^ = e^ 57' ^^ ^'^^di^di'^ ^ ^ ^' ^^ ^ équation (i4) 

devient, par ces substitutions, en écrivant z', z" au lieu de — ? -j^t 

(17) 0= ['(e'Tin- e-T)z'i'-4- [mz^V-^Tz'') ~ -f- (m- i)z'z'l, 
ou 

(18) o = sinôrfr + sin(Ô-+-7)^+— f^"* "^ ""^'^7")' 

fis 
En posant, comme au n° 611, rfz = e'* ds^ et de plus /= -j-^ on a 



— ^ = €f logi' = d[i(a -f- log*') z=z idta H ^« 

L'équation (18) devient alors, sous forme réelle, 

(19) o = sinOrfT-f 8in(ô-4- 7)^f-f- t (cosô^w -f-sinô -^J 
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En faisant dans ces formules 7 = -? on a. sous ses diverses 

formes, Téquation des trajectoires obliquangles des normales. 

Si Ton suppose fl=o, on a l'équation de l'enveloppe des obli- 
ques, d'où l'on tire 

ni siny . z'z' . dt 

de sorte que l'équation de la développée imparfaite sera 

OU, sous une forme plus simple, 

(2i) Ç^ï-ismy— . 

En supposant y= -y on a les formules analogues pour la dé- 
veloppée ordinaire, 

On en tire facilement les formules du n^ 555. 



621. Si l'on sappose à la fois 9 = -) 7=-» l'équation (i8) 

2 2 

devient 



dr 1 fdi' dz\ 

T 2 \ 3 « / 



qui donne, en intégrant, 

C ^dt 

yjz' ~z' as 

et, par suite, l'équation générale des trajectoires orthogonales des 
normales sera 

ds 
OU encore 

On voit par là que le module de ^ — z est constant, et que, par 
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suite, tous les points d'une même trajectoire sont équidistants de 
la courbe donnée. En partant de cette propriété, on aurait pu poser 
immédiatement l'équation précédente. 

Si, au lieu de compter les distances constantes sur les normales, 
on les compte sur les obliques d'inclinaison y par rapport à la tan- 
gente, il sufBra de remplacer, dans l'équation précédente, le coef- 
ficient de perpendicularité i par e^, et l'on aura, pour l'équation 
de la trajectoire qui coupe les obliques à une distance constante 
de leur origine sur la courbe, 

622. Cherchons enfin la trajectoire des obliques à la courbe, 
dont la tangente en chaque point est parallèle à la tangente au 
point de la courbe situé sur la même oblique. La trajectoire cher- 
chée, étant représentée par 

OÙ r est une fonction inconnue de t, il faut que, pour la même 
valeur de f, les tangentes à la trajectoire et à la courbe soient pa- 
rallèles, ce qui conduit à la condition 

- = -, 
ou, en mettant pour Ç' sa valeur 

et réduisant, 

. dr î / , dz' , dz'\ 

' T 2.1 \ z' z I 

En posant dz = e'*^ds, cette équation devient 



. fdr ds' \ 



siny ( 1 p ) "h cosydtû = o , 



d'où, en intégrant, 

dt 

T =r C — ^"f"»T, 

as 
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et, par suite, Téquation de la trajectoire demandée sera 

dz 
as 

On voit que les portions d'obliques comprises entre les deux 
courbes sont égales et parallèles aux rayons vecteurs d'une spirale 
logarithmique. 
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CHAPITRE II. 

ÂPPUC4TI0NS DU CALCUL DIFFÉRENTIEL A LA GÉOMÉTRIE 

A TROIS DIMENSIONS. 



§1- 

TAnGBNTEy PLAN NORMAL, PLAN OSCULATEUR, NORMALE PRINCIPALB| ETC. 

AUX COURBES NON PLANES. 

623. Une équation entre les trois coordonnées d'un point dé- 
termine une surface. Il en est de même lorsque ces trois coordon- 
nées font partie d'un système de n variables, liées entre elles par 
n — 2 équations. 

Deux équations entre les trois coordonnées d'un point détermi- 
nent une ligne. Il en est de même lorsque ces trois coordonnées 
font partie d'un système de n variables, liées entre elles par 
n — I équations. 

624. Soient x,y^ z les coordonnées rectangulaires d'un point M 
d'une ligne. Nous supposerons, pour plus de symétrie dans les 
calculs, que les trois variables x,j)^, z sont des fonctions données 
d'une variable indépendante t, qui peut se confondre avec l'une 
quelconque des trois variables x^yy z. 

Les équations d'une droite quelconque passant par le point 
M(x,^, z) sont de la forme 

Ç— .r îj — Y t — z 

et la distance de cette droite à un point M'(x 4- /^ j -H t, z H- /r), 
pris sur la courbe à une distance infiniment petite du point M, 

H. — Cours de Cale, infinit,, II. 8 
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aura pour carré 

(BX — €/)«-♦- (C// — A;tl«-*- [Ai— BA]* 



6^ = 



B' 



•a 



Soient maintenant j/= — -, 7'= ^» z'=r —- les dérivées des 

€lt ^ lit ilt 

coordonnées par rapport à la variable indépendante t. On aura 

h = [x' -\- t,)dt, i = (/-f- t^]dt, A =2 (z'-h e,)^f, 

tt, 63, £3 étant infiniment petits en même temps que dt et que /i, 
i, Xr. Si Ton détermine A, B, C de manière que Ton ait 

ABC 

on aura alors 

BX — C/= ;Bt,-~Cfj)rff, 

et de même pour les deux autres expressions analogues. Donc 

(B«3~C«,)^-h( C.i-A.3)' -f-(A«,-Bc,)' 
"" A«-+-B«-f-C» 

quantité infiniment petite du quatrième ordre. Donc, pour la di- 
rection correspondante à des valeurs de A, B, C proportionnelles 
à xffj\ z\ la distance i est infiniment petite du second ordre. 

Réciproquement, pour que i^ soit infiniment petit d'ordre su- 
périeur au second, il faut que les rapports 79 :^> ;; diffèrent entre 

ABC 
eux infiniment peu, et qu'il en soit, par suite, de même des rap- 

ports — - — , —^ — ., — ;; — , ce qui ne peut avoir heu que si 1 on 

ABC 

donne aux constantes A, B, C des valeurs proportionnelles aux 
quantités x'jj'j z\ 

Il existe donc une droite passant par le point M, et une seule, 
telle que sa distance à un point de la courbe infiniment voisin du 
point M est infiniment petite d'un ordre supérieur au premier. 
Cette droite, qui a pour équations 

— = 7- = — 7-9 

s'appelle la tangente à la courbe au point M [x, y^ z). 
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625. Les rapports des quantités x\ y\ z' étant les limites des 
rapports des différentielles dx, dy, dz, il s'ensuit de là que la 
droite (i) est la limite de la sécante 

dx dy dz 

qui passe par le point (x, r , z) et par le point de la courbe infi- 
niment voisin {x 4- dx, y -\- dj, z 4- dz). Ainsi la tangente en un 
point d'une courbe est la limite d'une sécante passant par ce point 
et par un autre point de la courbe infiniment voisin du premier. 

Gomme d'habitude^ nous emploierons aussi les équations (2) 
pour représenter la tangente, en les considérant comme des équa- 
tions imparfaites, ou, ce qui revient au même, en y réduisant les 
différentielles dxj djj dz à leurs parties principales. 

626. Si l'on désigne par a, ^, y les. angles que fait la tangente 

avec les axes coordonnés, et par ds = sjdx- -h dy- 4- dz- la corde 
infiniment petite qui joint le point ^{x, y, z) au point infiniment 
voisin M'(:r 4- dxyy 4- dy, z 4- dz)^ on aura toujours, avec la même 
approximation indéfinie, 

COSa cosp COS7 , I 

cLc dy dz ds 

. dx ^ ^ ^y 1 ^^ 

cos(x.Tzz± -—t cosS=d=-7-j cos7=zb— > 
ds ds ifs 

les signes 4- ou — devant se correspondre. En prenant les signes 
supérieurs, on aura celle des deux directions de la tangente qui 
indique dans quel sens le point M marche sur la courbe pour t 
croissant. 

627. Si les équations de la courbe sont données sous la forme 

(3) Y[x,y,z)z=o, f[x,y,z) = o, 

les parties principales des différentielles satisfont aux équations 

(4) ¥\x) eir 4- F' [y] dy 4- F'(z) dz = o, /' (.r) dx ^f [y] dy -^/'[z] dz = o. 

Dans ces équations, homogènes par rapport à dx, dy, dz, on peut 
substituer à ces dernières quantités les binômes qui leur sont pro- 

8. 
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portionnels en vertu des équations (2), et Ton a, pour les équa- 
tions de la tangente sous forme finie, 

,5, I F'W (5 - •'•) ^ F'(r) (n -X] + F'(.;; [K-z]= o. 

^ ' |/'W(Ç--'-)+/'(jr)(^-r)+/»(5--) = o. 

Si l'on pose, pour abréger, 

(6) x=^-;i'/|. Y=^), Z=^,^, 

les équations (4) et (5) pourront s'écrire sous la forme 
, . dx dy dz 

(B) L=^ = '_çZ = ^-^ 



X Y Z 

628. On appelle plan normal à une courbe en un point donné 
un plan mené en ce point perpendiculairement à la tangente à la 
courbe. 

D'après les équations (2) de la tangente, l'équation du plan 
normal sera 

(9) (Ç — 'T)da: H- (î3 —y)dy •^[t—z]dz=z o, 

ou, en mettant pour dx^ dy, dz les quantités qui leur sont pro- 
portionnelles en vertu des équations (7), 

(10) X(Ç-x)-+-Y(îî-j)-f-Z{2:-3j::.--0. 

L'équation (9) n'est autre chose que celle qui exprime que le 
plan normal est la limite du lieu des points équidistants du point 
{xyy-y z) et d'un autre point de la courbe infiniment voisin. On a, 
en effet, pour un point de ce lieu, 

-[(Ç-.r)«-h(,-jr)« + ((:-3)«]:.3 0, 
c'est-à-dire 

ce qui donne l'équation (9), lorsqu'on néglige les infiniment petits 
du second ordre. Donc le plan normal est la limite d'un plan per- 
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pendiculaire sur le milieu d'une corde infiniment petite, menée par 
le point donné de la couri>e. 

On aurait pu partir de cette propriété du plan normal, prise 
comme définition, et en déduire les équations de la tangente, qui 
lui est perpendiculaire. 

629. Tout plan passant par la tangente est dit un plan tangent 
à la courbe. Les équations (5) représentent deux plans tangents à 
la courbe. L'équation générale d'un plan tangent sera celle d'un 
plan passant par l'intersection des plans (5), savoir 

{\ F'(x) H- f*/'(x)](Ç - x) 4- [>F(j) -4- ^f'[y)](^-y] 

+ [>F'(3)-f-p/'(3)](Ç-z) = o, 

- étant une indéterminée quelconque. 

On peut encore obtenir directement l'équation d'un plan tangent. 
L'équation d'un plan quelconque passant par le point {x,yj z) est 

de la forme * 

/(Ç — x) -+-/w(ïî — ^) -l-/i(Ç — z) = 0. 

La distance dupoint(x-f-A, j -f-i, ^-j-Zrjdelacourbeàceplansera 

Ih -4- mi -\- nÂ' 



dt. 



yjl^ -h m* -♦- /i* 

et l'on pourra la mettre sous la forme 

\Jl^ -t- m* -f- /i* 

Elle sera infiniment petite du second ordre si l'on assujettit les 
constantes l, m^ n k la condition 

Ix' -{- my' -r- nz z=r. o, 
ou (7) 

(11) lX-\~niY -hnZ = o, 

ou enfin (6) 

l m n 

(12) F'(.r) F'(r) ¥'(z) =0. 

l/'W f'ir) /'W 

On peut écrire, aux infiniment petits près du second ordre, 
i3) Idjc -h mdjr -^ ndz=^o. 



ii8 
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équation qui exprime que le plan tangent est la limite d^un plan 
passant par deux points de la courbe infiniment voisins. 

Une perpendiculaire à un plan tangent au point de contact est 
une normale à la courbe. Donc, /, m, n étant trois quantités satis- 
faisant à la condition (ii), (la)ou (i3)yles équations générales 
des normales, toutes situées dans le plan normal, seront 

(•4) 1^ = -'^ = ^. 



630. Considérons une droite mobile d'une manière continue, 
et prenons deux positions consécutives de cette droite, représen- 
tées par les équations 



X — a y — b 
A ~""b~ 



z — c X — a — La 

"^-"TZ — 1 — : — 



b — Lb z — c — Ac 



àA 



B + AB 



AC 



Si Ton désigne par T le déterminant 



T = 



A 


B 


C 


« 


A 


B 


C 




AH-AA 


B+AB 


C-f-AC 


— 


AA 


AB 


AC 


A, AB, Ac , 


Aa 


A6 


Ac 




Aa 


Ab 


le 





la distance de ces deux positions aura pour valeur 

^ 



V[r(A«)]»-f-[r(A6)]*-h[T'(A6')]^ 



Supposons maintenant que Â, B, C, a, i, c soient des fonctions 
d'une variable indépendante t\ on aura [338] 



AA = rfA -+- 



d^A. 



I .2 



1 .1 



et de même pour les autres ; donc 



T = 



A, rfB-4- -//'B-h. . ., rfc-h -rf*c-f-... 

2 2 



=:1A, dB,dc\-^^\A,d^B,dc 



- I A, ^B, </'c I + des termes du quatrième ordre, 

T'( Aa) = I B, AC I = I B, </C I -f- des termes du second ordre, 
etc. 
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Si l'on désigne par 

le premier terme du développement de T, on aura, le terme 
I ^A, dB, de I s'annulant identiquement, 

rfTo- I A, rf«B, </c I -h I A, €lB, d^c \. 

Donc la valeur de T peut s'écrire, aux termes près du quatrième 
ordre, 

T = To-l--^To, 
d'où, tu désignant un infiniment petit d'ordre /i. 



V I B, dC ,« + I C, rfA I* H- I A, dh l» -i- «, 

Le dénominateur de cette expression ne s^annule pas en général, 
à moins que l'on n'ait, pour toute valeur de f , 

€ÎK dB dC 

• 

d'où l'on conclurait, en intégrant et désignant par Ao, Bo, Co des 
constantes, 

A — £ — £. 

A0 00 Cjq 

A, B, C varieraient donc proportionnellement, et la droite se 
mouvrait parallèlement à elle-même. Si nous excluons ce cas, le 
dénominateur de i aura une valeur infiniment petite du premier 
ordre et difiiérente de zéro. 

Tant que To n'est pas nul, cette quantité étant du second ordre, 
la distance i sera infiniment petite du premier ordre . 

Si To est nul pour une valeur particulière de Iq, dTo n'étanl 
pas nul en général, S sera, pour cette valeur, infiniment petit du 
second ordre. 

Si To est nul, quel que soit ^, ^To sera nul aussi, et par suite â 
sera infiniment petit du troisième ordre. 

Donc, si la plus courte distance de deux positions consécutives 
d'une droite mobile est infiniment petite d'un ordre supérieur au 
premier, elle sera, en général, du troisième ordre. 
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On a, dans ce cas, 
T = g I A, r/»B, dc\-^j\A, €/»B, r/*c | -h g ] A, rfB, d^c \ -f- f,. 

En retranchant de cette expression la quantité nulle 

^ d'7o= z I ^'A, rf«B, rfc I -I- ^ I A, e/»B, rfc I + 4 1 A, rf*B, r/«c 
do' ' o' '3 

-+-i|A, rfB,r/»c|, 



il reste 



T = - g I rfA, rf«B, rfc I — ^ I A, rf*B, rf»c I 4- !„ 



d^où, aux quantités près du quatrième ordre, 

__ j^ 2|r/A, ^/«B, <fg|-h| A. r/«B, d^c 



>2 y|B, </C|«-f- ;C, ^Al*-f-| A, t/B|« 



63i. Supposons que la droite mobile soit la tangente à une 
courbe donnée. On aura alors 



d'où Ton tire identiquement 



T„=rf/' 



^ r 



' ,' 






= o. 



Donc la distance des tangentes en deux points infiniment voisins 
d'une même courbe est infiniment petite du troisième ordre. 

En poussant plus loin le développement, par la méthode du nu- 
méro précédent, on trouverait, pour Texpression de cette distance, 
en posant 



A=: 



L'' 



j, j ^ 



et négligeant les infiniment petits du quatrième ordre, 



V \ajrj \ày I XàzrJ 
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632. La distance du point M'(a: -f-rfj:, J 
plan mené par le point M(jc,^, z), 

{i5) /;ç_x)-i-m(>3-j^;-4-«(Ç-3) 



^J, z 



l'il 
dz) à lin 



= G 



a pour valeur [6S9] 



Idr -4- mdr -+- ndz 



)li^ 



m' 



tV 



Si Ton remplace àx^ djj dz par leurs valeurs 



fi.r z= x'dt -i' - x^dt^ -h . . . , etc. , 

2 



cette expression de la distance devient 



//» 



(/y -+- mr' -f- //«' ; ile -»-- [ix" -h mj" + /iz" ) h 



51 



.//' 



m- 



n' 



Elle sera infiniment petite du second ordre si les coefficients /, m^ 
n satisfont à la condition 



(.6) 



I.l' + mr' •+- nz = o. 



c'est-à-dire [620] si le plan (i5) est un plan tangent à la courbe. 
Elle sera infiniment petite du troisième ordre si /, m, n satisfont , 
de plus, à la condition 



(>7) 



/.r" 4- ///j" -Jr nz"=z o. 



De ces deux conditions (i 6) et (17) on conclut 



(18) 



/ : /n : /î = 



y' 


3' 


• 


z' 


.r' 


• 


y 


y' 


y" 


î" 


. 


z" 


.r" 


. 


x" 


y" 



et l'on peut supposer ces coefficients respectivement égaux aux 
quantités qui leur sont proportionnelles. 

Le plan ainsi déterminé, et qui approche^ infiniment plus que 
tout autre plan, de la courbe dans le voisinage du point M(x,^, z), 
s'appelle le pUm osculateur à la courbe en ce point. En poussant 
plus loin le calcul et adoptant les notations du numéro précédent, 
on trouverait; pour la distance du point M'{x -H dx,j -hdj, z-h dz) 
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au plan osculateur en M(x,^y ::), 



iA./^» 



^ ^/*-l-/w--+-/i- 






aux infiniment petits près du quatrième ordre. Cette distance est 
donc double de la distance des deux tangentes en M et en M^ 

G33. Les équations (i6) et (17), qui déterminent /, m, /i, peu- 
vent encore s'écrire^ en ne tenant pas compte des infiniment petits 
négligeables. 



d'où l'on tire 
(20) iimln 



dy uz 

d^x dy 



tlz dz 
d^z d^x 



dx djr 
d'^x d^j 



ce qui équivaut, à la limite, aux proportions (18). 

Ces conditions (19) expriment que le plan osculateur est la li- 
mite du plan passant par trois points de la courbe infiniment 



voisins. 



634. La condition pour que le plan tangent (i5) soit parallèle 
à la tangente en M'(x -f- rfx, r -H dy^ z -j- dz)^ combinée avec la 
condition (16), donne 

/ dx' -{-mdy -^ nd:f -— o, 

ce qui coïncide, à la limite, avec la condition (17); donc le plan 
osculateur est la limite d'un plan tangent, parallèle à la tangente 
au point infiniment voisin. 

Soit TT' {fig> 59) la distance des deux tangentes MT, M'T'; 

Fig. 69. 




elle sera égale à la distance de la tangente T'M' au plan auquel elle 
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est parallèle^ mené par MT et par la parallèle Tm à T'M '. Le plan 
MTm faisant un angle infiniment petit avec le plan osculateur M TP, 
on peat considérer la parallèle M 'm à TT' comme coïncidant en 
direction avec la perpendiculaire M'P abaissée sur le plan oscu- 
lateur; de plus, d'après ce qu'on a vu [632], 

donc la distance m¥ est du troisième ordre. Or la perpendicu- 
laire PQ, abaissée du point P sur la tangente MT, a pour expres- 
sion 

TP X angle QTP = - (hth, 

aux infiniment petits près du troisième ordre ; donc Fanglc du 
plan MT/71 avec le plan osculateur, c'est-à-dire l'angle mQP, a 
pour expression 

//iP 2^ 



PQ ds dt 

d étant [631 ] la distance TT'; cet angle est donc du premier ordre. 

Il en serait de même si, au lieu de prendre pour m le milieu de 
M'P, on menait un plan par MT et par un point quelconque de la 
distance M'P, ce qui ne peut faire varier qu'infiniment peu la di- 
rection de ce plan. On peut donc, en négligeant les distances infi- 
niment petites du troisième ordre, dire que le plan osculateur est 
le plan de deux tangentes infiniment voisines. 

L'angle du plan osculateur avec la tangente en M' est 

mP 1$ 
TP ds 

Cet angle est donc infiniment petit du second ordre. 

Nous avons assimilé, en donnant les valeurs de PQ et de TP, la 
courbe à une courbe plane. Nous verrons plus tard que cette assi- 
milation est permise dans les limites actuelles. 

635. La normale menée à la courbe dans le plan osculateur étant 
représentée par les deux équations 

Ç — .r m —.Y K — z 



? 



IM 
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les coefficients A, fx, v devront satisfaire aux deux conditions 

(21) >/ + fim 4- v/i = o, >y-4- ^y -h vi'=:o, 



d'où Ton tire, à cause de 



j:'t ^ j'î -»- 3'î =: ^f , ^p/^." -4- />" -f- i's'' = 



dt 



dsfPs 



A : f* : » — 



m 


/l 




n 


/ 




l 


m 


y' 


«' 


• 




x' 


• 


y 


y 



zzz [x"(y« -i. j'« -h 3" ) - X'(X'X-' + j'j^-' -h -'3*')] : . . 
rrr: [d^xds^ — {Ix ,ds d^ s) \ , . , 



, d.c , <:/r , r/z 

^d—\d-~:d^ 

as as ds 



Donc les équations de cette normale, que Ton nomme la normale 
principale, peuvent s'écrire sous la forme 



(22) 



ds ds ds 



Les équations (aï) expriment que la normale principale est à la 
fois perpendiculaire à la tangente et à Xaxe du plan osculateur, 
lequel a pour équations 



Ç-r 



\-z 



m 



n 



636. Si Ton pose, pour abréger, 



dx dy dz 

ds ds ds 



dx dy dz 
rs = ! da dh de 
d^a d^b d*€ 



i d^a d^b d*c 

on aura, pour la distance infiniment petite du premier ordre de 
deux normales principales consécutives, 

rr 



VLo'K/-rJj=-<- k'(rf/)j'+ ['''(dz]\' 
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§11. 

PLANS TANGENTS ET NORMALES AUX SURFACES COURBES. LIGNES 

DE NIVEAU ET DE PLUS GRANDE PENTE. 

637. Soit une surface représentée par Féquation 

Cette équation déterminera une des variables, z par exemple , en 
fonction des deux autres x, y, considérées comme variables indé- 
pendantes. Désignons, pour abréger, par 

dz dz 

les^ dérivées partielles de z par rapport à a: et à ^. 
Par le point M(x, j^, z) de la surface, menons un plan 

( 2 ) A (Ç - x) -h B (i3 - r) -^- c [? - z) — o. 

La distance de ce plan à un point de la surface 

M'(x-f-/i, j-h/, z-hA), 

infiniment voisin de M, sera 

^ AA-hB/-f-C< 

= 



V^A« -f- B* -h C« 
Or on a [227J 

A = [p-hi)/t-h(q-ht')i, 

€ et b' étant infiniment petits en même temps que h et i, si^ comme 
on le suppose, z est une fonction continue de j: et de^; donc 

(A -+- C/? 4- g) // -f- ( B-f-C7>4-g^)/ 
~ v^Â* + B^ -h C« 

Cette distance est généralement infiniment petite du premier 
ordre; mais elle deviendra infiniment petite d'un ordre supérieur, 

quel que soit le rapport -r» si l'on détermine les coefficients Â, B, 

C de manière que l'on ait 

(3) A-hC/? = o, B-f-Cy=:o, 
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auquel cas Téquation (a) devient 

Le plan déterminé par cette équation s'appelle le plan tangent à 

la surface au point (x, j^, z). 

Les quantités peiq étant déterminées par les équations 

les équations (3) donnent 

A _ B _ C 

et par suite Téquation du plan tangent peut s'écrire sous la forme 

(5) /'(•'•) (5 -x)-+-/'(r)(''-r)+/'(^)(Ç-»)=o. 

638. Les équations d'une courbe quelconque, tracée par le 
point M sur la surface, s'obtiennent en joignant l'équation (i) à 
l'équation d'une autre surface passant par le point M. Si l'on 
cherche les équations de la tangente en M à l'une de ces courbes. 
Tune de ces équations ne sera autre chose [627] que l'équation (5); 
donc les tangentes à toutes les courbes tracées par le point M sur 
la surface sont situées dans le plan tangent à la surface en ce 
point. 

639. L'équation (5) n'est autre chose que ce que devient l'équa- 
tion différentielle de la surface 

elzzzzpdx -^ q dy^ ou /' [x] dx -+-/' [y] djr -h/'(z)dz=:. Oy 

lorsqu'on y remplace dx, dy, dz par \ — x, tî — y y X^ — z. C'est 
donc le lieu des droites données par les équations 

(6) luf = '-Z1Z = Lii. 

^ ' dx dy dz 

Donc le plan tangent est le lieu des limites des droites qui passent 
par le point M et par un point de la surface infiniment voisin. Ces 
limites sont dites les tangentes à la surface au point M. 

640. Deux de ces tangentes suffisent pour déterminer le plan 
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tangent ; donc le plan tangent est la limite d'un plan mené par le 
point M{x,y, z) et par deux points M,(a:,, j^^, z^) et M^(j:^,^,,, z,,), 
pris sur la surface et infiniment voisins de M. 

Il faut cependant, pour cela, que les deux sécantes MM^ et M M^^ 
aient pour limites des tangentes différentes, sans quoi la limite de 
leur plan serait indéterminée. Ce dernier cas aurait lieu si les 
points M, M,, M^ étaient situés sur une même courbe quelconque 
tracée par M. Dans ce cas, les angles M et M^ du triangle infinité* 
simal MM^M^^ seraient infiniment petits. Or, pour qu'un triangle 
infinitésimal, tracé sur la surface, détermine à la limite le plan 
tangent, il faut et il suffit que deux au moins de ses angles aient 
des limites finies, sans quoi les trois côtés du triangle détermine- 
ront le plan osculateur à la courbe MM^M^ et non le plan tangent 
à la surface. Ce plan osculateur pourra recevoir une direction quel- 
conque si l'on déplace le sommet M^ d'une quantité infiniment pe- 
tite du second ordre. 

641 . La perpendiculaire au plan tangent, menée par le point 
de contact M, ou la normale commune à toutes les courbes tracées 
sur la surface par ce point, est dite la normale à la surface au 
point M ; elle a pour équations 

ou 



(8) 



l 



g — -y _ 30 — j[ _ Ç — z 



La normale peut être définie comme la limite de l'intersection 
commune de tous les plans perpendiculaires sur les milieux des 
cordes infiniment petites menées par le point M. En effet, un 
point (^, Y}, ^) d'un de ces plans étant équidistant des points 
M(x, j^, z) et W[x + dxyy-i- djj z -j- dz)y on a pour ce point 

la différentielle étant prise en considérant ^, 72^ ^ comme des con- 
stantes, ce qui donne, aux infiniment petits près du second ordre, 
en remplaçant dz par sa valeur p^x + q djj 
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Si l'on égale séparément à zéro les coefBcients de dx et de djy on 
aura les équations d'une droite par laquelle passeront les limites 
de tous ces plans et qui sera la normale à la surface. 

On aurait pu partir de cette dernière définition de la normale, 
et en déduire réciproquement celle du plan tangent. 

642. Tout plan passant par la normale est dit un plan normal 
à la surface. On a l'équation d'un plan normal, en écrivant qu'il 
est perpendiculaire à une tangente, ce qui donne l'équation (9). 
Si l'on pose maintenant 

dr 

-— = >, d'où ^5 = (/? -h >^)^, 

les équations de la tangente seront 

§ — X=z ;^^ = — r— » 

À p -h IfJ 

ce qui donne, pour l'équation du plan normal, 

Ç-,.r-f->(>î— j) -h [p -+-Ày)(^ — 3) = o, 
ou 

équation qui exprime directement que ce plan passe par la nor- 
male (7). 

643. Souvent les trois coordonnées x, y y z d'un point de la sur- 
face sont exprimées au moyen de deux variables indépendantes u, 
V, En désignant, pour abréger, par des accents supérieurs les dé- 
rivées partielles prises par rapport à u, et par des accents inférieurs 
les dérivées partielles prises par rapport à i^, on a 

dx = jc^du -h Xgdv^ dy zny'du -f- y^flv^ dz = z'du H- z^dv. 

Ou aura alors, au lieu de la formule (3), 

, __ [A [x' -f- g) H- B (/ -f- «0 4- C (3^ -4- 1" )] du H -[A(j : ,-t-So)-+-B(.),-|-gi)4-C(3,-<-£,^]</r 

donc d sera infiniment petit d'ordre supérieur au premier, quels 
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que soient du et d^^^ si Ton a à la fois 



»^9 



(10) 

d'où 



A j:' -h Bj ' -h Ce' - o, Ax, -+- Bj , -f- C j, = o. 



a:B:c=: 



y 


z' 


• 
• 


z' 


f 

a: 


• 
• 


x' 




X, 


^/ 




«/ 


^/ 




•»^/ 


J', 



On peut aussi retrouver de cette manière Téquation du n^ 637. 
En effet, en différentiant Téquation (i) par rapport à u et à r, 
on a 

Ces équations, comparées aux équations (lo), donnent 

A:B:c=/'(.r):/'(v);/'{3). 

d^où Ton déduit encore Téquation (5). 

644. Étant donnée l'équation (i) d'une surface, soit proposé 
de mener un plan tangent à celte surface, et passant par un point 
extérieur (a, j3, y). Les coordonnées du point de contact devront 
satisfaire à la fois à l'équation (i) et à l'équation (5), en remplaçant 
dans cette dernière les variables ^, r,,l^ par les valeurs données a, 
|3, y, ce qui donne 



(") 



(« - ^)/'W + (S -x)/'{x] + (v - »)/'(3) =". 



Cette dernière équation, si l'on y fait varier x,y, z, représente 
une nouvelle surface, dont l'intersection avec la surface (i) déter- 
mine une courbe, lieu des points de contact des plans tangents à 
la surface (i) et passant par le point (a, ^,7). 

Si l'équation (i) est algébrique, l'équation (11) sera du même 
degré ; mais il est facile de voir que l'on pourra la remplacer par 
une autre, d'un degré moindre d'une unité. En effet, l'ensemble 
des termes 

«/'(.r) + p/'ij-) + v/'(3) 

est du degré n — i, w étant le degré de l'équation (i). L'ensemble 

H. — Cours de Calcul i/ifin,, II. 9 
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des termes 

qui est du degré Uj peut, en vertu de réquatlon (i), être abaissé 
à un degré moindre que n. En désignant par ff^ l'ensemble des 
termes du degré h dans le polynômey(jc, j^, z), on a [322] 

d'où 

.^/'(^) -^yf'[x] -H ^r[^-) = nf„^ [n - i)A_iH-. . . -^ I ./,. 

L'équation (i) donne d'ailleurs 

En éliminant y), entre ces deux égalités, il vient 

Donc l'équation (11) peut être remplacée par la suivante : 

qui n'est plus que du degré n — i , et qui représente une surface 
passant par l'intersection des deux surfaces (i) et (11). 
Si, entre les équations (i) et (i i) ou (12) et les équations 

<• r y — ^ \' 1 ^_ 2 



« — .c p — y y — z 

de la tangente à la surface menée par le point (a, p, y), on élimine 
les coordonnées x,y, z, on aura l'équation du cône circonscrit à la 
surface et dont le sommet est au point (a, p, y). 

645. En particulier, si l'équation (i) est du second degré, 
l'équation du plan tangent sera réductible à la forme 

U'[^]-\-r.f[y) -4- -f[z) -h/i-+- 2/0= o. 

En développant cette expression, on voit qu'elle ne change pas, 
lorsqu'on y remplace x,jy z par Ç, y;, ^, et vice versa. On peut 
donc représenter l'équation du plan tangent sous l'une ou l'autre 
des deux formes 

(i3) Ç/'(x)-h./'(r)-4-2:/(3)-h/i(x,j,3) + ^/o=o, 

(i4) .^/'(Ç)+r/('')-^--/(^)+/i(?.>î>^) + ^'/o=o. 
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L'équation (i4) montre que la courbe de contact de la surface 
avec le cône circonscrit qui a pour sommet le point (^,>3,(f) est 
plane. 

Cette équation (i3) ou (14)9 ^^^ exprime la dépendance entre 
les coordonnées du sommet du cône et celles d'un point du plan 
de contact, montre que, si l'un des deux points {^j ^jX^)j {oCy y, z) 
décrit un plan, l'autre reste fixe, et réciproquement, et que, si 
l'un de ces points décrit une droite, l'autre décrit également une 
droite. 

646. Le plan tangent sera parallèle à l'un des axes coordonnés, 
à l'axe des z, par exemple, si le coefficient y'(z) de Ç dans l'équa- 
tion (5) est nul. Dans ce cas, les deux dérivées partielles 

„_ /'(-)■ „_ f'{y) 

sont généralement infinies, sauf pour les points, en nombre limité, 
où le plan tangent serait parallèle à l'un des deux plans coordonnés 
qui passent par l'axe des z. 

Si l'on cherche l'intersection des deux surfaces y( a;, j)^, z) = o, 
y^(z) = o, on a le lieu des points de la surface donnée pour les- 
quels le plan tangent est parallèle à l'axe des z. En éliminant z 
entre ces deux équations, on aura une équation ^{oc,y) =0, qui 
représentera soit la projection de la courbe de contact sur le plan 
des Xjj, c'est-à-dire le contour apparent de la surface relatif à ce 
plan; soit le cylindre projetant de cette courbe, c'est-à-dire le 
cylindre parallèle à l'axe des z et circonscrit à la surface. 

On trouverait d'une manière analogue les contours apparents 
de la surface relatifs aux deux autres plans coordonnés. 

647. La condition pour que le plan tangent soit parallèle à une 
droite donnée 

f _ .r _ f 

abc 

est exprimée par l'équation 

af[x) + bf[y)^cf[z)z=o. 

Cette équation, jointe à /(a:,j-, z) = o, donnera la courbe de 

9- 
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contact, lieu des points de contact des plans tangents parallèles à 
la droite donnée. 

Si l'on élimine x,j, z entre ces équations et les équations 

Ç — .r T. — Y Ç — z 

abc 

on aura pour résultante Téquation en ^,77, ^, qui représentera le 
cylindre circonscrit à la surface et parallèle à la droite donnée. 

648. Lignes de nii^eau et de plus grande pente, — Prenons le 
plan des xy pour plan horizontal. On appelle ligne de nit^eau 
une courbe tracée sur une surface donnée, et dont tous les points 
sont à une hauteur constante z = C au-dessus du plan horizontal. 
En d'autres termes, c'est l'intersection de la surface avec un plan 
horizontal. 

Les équations finies d'une ligne de niveau sont 

ou, ce qui revient au même, 

/(j:,j,C)z=o, s=:C, 

C étant un paramètre constant pour chaque ligne de niveau, et 
\ariant d'une ligne de niveau à l'autre. 

En éliminant cette constante par différentiation, il vient 

r/« = o, ou pdx -{- qdj=zO, 

Si l'on élimine z entre cette dernière équation et l'équation de la 
surface, on aura l'équation difTérentiellc, entre Xyj", dx, dj, de la 
projection horizontale d'une ligne de niveau, laquelle est égale à 
la ligne de niveau elle-même. 

649. On appelle ligne de plus grande pente une ligne tracée 
sur la surface, de telle manière que sa tangente en chacun de ses 
points fasse avec le plan horizontal des x, y un plus grand angle 
que toute autre tangente à la surface, menée par le même point. 

Considérons le plan tangent à la surface au point (x,^, z) ; celle 
des droites de ce plan qui fait le plus grand angle avec le plan des 
x,y est la perpendiculaire à la trace horizontale de ce plan tan- 
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gent. L'équation de ce plan étant 

le coefficient angulaire de sa trace horizontale sera — -«La per- 
pendiculaire à cette trace a pour projection sur le plan des x^y 

une droite dont le coefficient angiilaire est + -» et, comme cette 

? p 

projection doit être tangente à la projection de la ligne de plus 

grande pente, on aura, en un point quelconque de cette ligne^ 

^ = 5^, ou — = ^. 

dx p p q 

En éliminant z entre cette équation dilTérentielle et Téquation 
f[xjjr, z) = o de la surface, on aura Téquation différentielle des 
projections horizontales de toutes les lignes de plus grande 
pente. 

On voit que les projections horizontales des lignes de plus 
grande pente coupent toutes à angles droits les projections hori- 
zontales des lignes de niveau; en d'autres termes, elles en sont les 
trajectoires orthogonales. 

Les lignes de niveau et les lignes de plus grande pente elles- 
mêmes se coupent aussi à angles droits dans l'espace. Elles for- 
ment ainsi deux systèmes de lignes, partageant la surface en un 
système d'éléments ayant la forme de rectangles infiniment petits. 

650. Exemples, — L Soit une surface de révolution autour de 
Taxe des z^ 

On a 

L'équation des lignes de niveau sera 

const. =z/[.r* -^ J* )^ ou x' H- j* =r C. 

Ces lignes sont donc des cercles. 

L'équation différentielle des lignes de plus grande pente 

^ — ? — I 
dx p .c 
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donne^ = G'x. Ces lignes sont donc les Intersections de la sur- 
face avec des plans passant par Taxe de révolution : ce sont donc 
les méridiens de la surface. 

II. Soit la surface az = xj. On trouve, pour l'équation des 
lignes de niveau, xjr = G, et pour celles des projections des lignes 
de plus grande pente, j^ — j:*= G'. On a ainsi, pour les projec- 
tions des deux systèmes de lignes, deux systèmes d'hyperboles 
équilatères orthogonales. 

IJI. Soit une surface à centre du second degré 

L'équation des lignes de niveau sera 

On a ensuite 

ax -h bzp = o, by -t- czq =z o, 

d'où l'on tire, pour l'équation différentielle des lignes de plus 
grande pente, 

dx_br 

dx ax 

ce qui donne, en intégrant. 



h 



§ m. 

THÉORÈMES DE GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE. — DOUBLE COURBURE 
DES COURBES WON FLANES. DÉVELOPPÉES. 

651. Nous avons vu [631] que la plus courte distance de deux 
tangentes consécutives d'une ligne courbe est un infiniment petit 
du troisième ordre. Si l'on joint le point M (Jig. 60) à un point 
quelconque Q de cette plus courte distance TT', le triangle rec- 
tangle MTQ, dont le côté MT est infiniment petit du premier 
ordre et le côté TQ du troisième, aura son angle en M infiniment 
petit du second ordre [634]. Donc chacune des tangentes MT, 
M'T' fait avec le plan MQM' un angle infiniment petit du second 
ordre. 
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De plus, la différence entre Thypoténuse MQ et le côté MT, 

savoir 

QT* QT* 



V^MP+QJ- — MT=: 



V^MT- -h QT- -h MT 2 W1' 



est un infiniment petit du cinquième ordre. On peut donc, aux 
quantités près du cinquième ordre, prendre la somme MQ-I- QM' 
au lieu de MT -h T'M'; ou, ce qui est la même chose, on pourra 



Fîg. 60. 




considérer les tangentes consécutives d^une courbe comme for- 
mant un polygone infinitésimal circonscrit à la courbe, lequel au- 
rait pour sommets des points quelconques pris sur les plus courtes 
distances de deux tangentes consécutives; et l'incertitude sur la 
longueur de chaque côté de ce polygone est une quantité du cin- 
quième ordre infinitésimal, laquelle n'altère pas, par conséquent, 
la limite de la somme de ces côtés. 

652. Considérons maintenant un arc de courbe fini, et parta- 
geons-le en éléments infiniment petits, tels que MM^ Prenons les 
points de division pour sommets d'un polygone inscrit et pour 
points de contact d'un polygone circonscrit [651]. On verra, 
comme dans le cas des courbes planes [538], que : 

I® Le périmètre d'un polygone inscrit est toujours moindre que 
celui d'un polygone circonscrit quelconque ; 

2^ Si l'on introduit de nouveaux, points de division, le péri- 
mètre du polygone inscrit croît, celui du polygone circonscrit dé- 
croît. 

En effet, l'angle de chaque tangente avec le plan osculateur étant 
du second ordre, et chaque tangente différant de sa projection sur 
ce plan (ou sur le plan MQM') d'un infiniment petit du cinquième 
ordre, on peut, aux quantités près du cinquième ordre, remplacer 
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les lignes dans Tespace par leurs projections. Or une inégalité 
entre deux variables , U ^ V, subsiste encore, lorsqu'on altère 
ces variables de quantités infiniment petites par rapport à leur 
différence U — V. Soit maintenant £mt' une tangente en un point m, 
intermédiaire entre M et M'. On a, en considérant les tangentes 
comme se confondant avec leurs projections sur le plan MQM', 
le contour M£me'M'<^MTM', égalité indépendante de l'incerti- 
tude qui règne sur les longueurs des contours, puisque cette in- 
certitude est du cinquième ordre, tandis que la différence des 
contours est du troisième [544]. 

3** Dans le triangle MQM', les angles en M et en M' étant infi- 
niment petits, la différence (MQ-i- QM') — MM' est du second 
ordre par rapport à MM' [634]. 

Donc, lorsqu'on augmente indéfiniment le nombre des points 
de division, les périmètres des polygones inscrits ou circonscrits 
vont les uns en croissant, les autres en décroissant, et tendent les 
uns et les autres vers une limite commune. On démontrerait, par 
le raisonnement connu [237], que cette limite est indépendante 
du mode de subdivision de l'arc en éléments infiniment petits. 
(]ette limite s'appelle la longueur de l'arc de courbe. 

L'arc infiniment petit MM' est compris entre la longueur de sa 
corde et celle du contour MQM'. Il diffère donc de sa corde MM' 
d'un infiniment petit du troisième ordre [544]; on aura donc, à 
un infiniment petit près du troisième ordre. 



De plus, l'arc MM' diffère d'un infiniment petit du cinquième 
ordre de sa projection sur le plan osculateur en un de ses 
points. 

653. Soient Mo, M|, M2 trois points infiniment voisins pris sur 
une courbe non plane; prenons le plan de ces trois points pour 
plan des xj. En désignant par t la variable indépendante dont les 
coordonnées sont des fonctions, soient ta, fo-i- ^'> ^0 H- /* 4- Ai les 
valeurs de t correspondantes aux trois points considérés. Les trois 
valeurs de 2, 
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seront nulles. On aura donc les équations 

= Zo» 

En combinant la première équation avec la deuxième, et divisant 
par hy il vient 

(.) o = z;+ !///. + gA»«+'). 

On a de même, au moyen de la deuxième et de la troisième, 

En développant maintenant z\j z\y z\ de manière à mettre en évi- 
dence tous les termes du second ordre, on trouve 

o =[z'„+ A4H-iA'(.:+ .')]+ 1a.k+ *(.:+. s")] + g//î«+s"';; 

d'où, en ayant égard à l'équation (i), puis divisant par '» 

(2) O = Zç H ^ [z^ -t- Si). 

Par l'élimination de z\ entre les équations (i) et (2), îl vient 

(3) Or=:z^ («o + O- 

Ces équations montrent que z\ est infiniment petit du premier 
ordre, et z\ du second. 

Si l'on considère maintenant un point correspondant à la valeur 
t = ^0 + ô de la variable indépendante, on a, pour ce point, 



.-— . ' - - ' 



quantité infiniment petite du troisième ordre pour 9 infiniment 
petit. Donc, dans tous les calculs où l'on aura le droit de négliger 
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les infiniment petits da troisième ordre, on pourra considérer la 
courbe comme située dans le plan MoMiM^ pour tous les points 
infiniment voisins de M^. 

INous avons vu [632] que le plan osculateur est celui dont la dis- 
tance à la courbe, dans le voisinage du point de contact, est du 
troisième ordre. Donc le plan MoM|M2y passant par trois points 
de la courbe infiniment voisins, a pour limite le plan osculateur, 
quel que soit le rapport des cordes M0M4, M| M2. 

De même, 



«' 



^,.^l,.(3^^,=[dli±M_îi^,^^](,-^., 



donc z' est infiniment petit du second ordre dans le voisinage de 
Mo, et il en est de même de l'angle que fait avec le plan MoM| M2 
toute tangente ou toute corde infiniment petite, menée dans le 
voisinage du point Mo. 
Enfin on a 



=''==;+e(3:+.) = (- îA±^+o)(c: 



0, 



quantité infiniment petite du premier ordre ; donc la courbure 



I 



(en prenant t = x) de la projection de la courbe sur un plan per- 
pendiculaire à Mo M{ M2 est infiniment petite et change générale- 
ment de signe avec la différence 6 — ^(aA-h/ii); donc cette pro- 
jection aura, en général, un point d'inflexion dans le voisinage de 
Mo- On en conclut que le plan osculateur traverse généralement 
la courbe au point de contact. 

654. Si Ton mène les plans normaux à la courbe en Mo et en 
M|, ces plans formeront, avec les plans normaux aux mêmes points 
à la projection de la courbe sur le plan Mo M| M2, des angles infi- 
niment petits du second ordre ; donc leur intersection rencontrera 
le plan Mo M4 M2 à une distance infiniment petite du point de ren- 
contre des normales en Mo et M| à la projection. Donc le centre 
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de courbure de la courbe elle-même, c'est-à-dire la limite de l'in- 
tersection du plan osculateur avec deux plans normaux infiniment 
voisins, coïncide avec le centre de courbure de la projection de la 
courbe sur son plan osculateur. 

Nous savons d'ailleurs que le centre de courbure de la projection 
est aussi la limite du centre d'un cercle passant par les trois 
points Mo,M|, M2; donc le centre de courbure de la courbe pro- 
posée est aussi la limite du centre d'un cercle passant par trois 
points infiniment voisins, lequel centre est l'intersection du plan 
de ces trois points avec les plans perpendiculaires sur les milieux 
des cordes Mq M| , M 1 M 2. 

655. Soient a, by c les cosinus des angles qu'une droite mobile 
fait avec les axes, dz Tangle de deux positions de cette droite infi- 
niment voisines. On trouvera, par le même calcul qu'au n^ 558, 
l'équation rigoureuse 

j^ 

2 sin — = ^da* -4- dû* -+- dc^ , 
2 

d'où l'on tire, à un infiniment petit près du troisième ordre, 



(1) dT= yjdu^ -h db* -+- dvK 

En appliquant cette formule au calcul de l'angle de deux tan- 
gentes infiniment voisines ou de l'angle de contingence, il vient, 

, - dx dy dz 

en remplaçant a. OjC par -—> -=-> -r» 
* ^ ds as ds 



Le second membre de cette formule représente rigoureusement 
le double du sinus du demi-angle de deux cordes consécutives, 
correspondantes aux valeurs f, « -j- dt^ ï -h arf/^ de la variable indé- 
pendante, valeurs qui déterminent trois points équidistants, aux 
infiniment petits près du second ordre. On peut donc prendre, 
pour l'angle de contingence, l'angle de deux cordes égales consé- 
cutives [545]. 
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656. La valeur de dr^ peut s'écrire [562] 

[dsd^x — dxd^s]^-\- . . . 



*'=(4)'*-= 



ds^ 



_ ^.v»(rf«.r«-|-. . .) — 'idsd^s[dxd^X'\-, . .) H- (r£r*H-. .W'^* 
~ d? 

— -/r [d^a^ -h ^* r« -H i/*5«— </».v« ). 

On démontrerait géométriquement cette formule par un raison- 
nement semblable à celui du n^ 563, et ce raisonnement servirait, 
réciproquement, à démontrer l'égalité entre Tangle de contingence 
et celui de deux cordes consécutives égales ou infiniment peu dif- 
férentes. 

657. On peut encore établir ces formules comme au n^ 560, en 
projetant sur les trois axes coordonnés le contour d'un triangle 
isoscèle dont les côtés égaux MT, MT' sont parallèles à deux tan- 
gentes infiniment voisines, et dont le troisième côté TT' a pour 
limite une parallèle à la normale à la courbe située dans le plan 
osculateur, c'est-à-dire à la normale principale, prise dans le sens 
de la concavité de la projection de la courbe sur le plan osculateur, 
c'est-à-dire dans le sens qui va vers le centre de courbure. 

On en tire, à cause de TT'= MT.2 sin-rfr = MT.rfr, à un 

2 

infiniment petit près du troisième ordre, 

da db de f—r -j^ --- 

dz =z ^ = z= = Jda^ -f- db* -+- dc^ , 

COSA COSfA COSV ^ 

, , ... dr dr dz . 

a, o, c étant mis ici pour -r-> -r-> -r-; donc 

* ds ds ds 

I dx I dv I dz 

COSX=-— rf— -? C0Sa=-— rf-^ï COSV=-7-rf-r-- 

«7 ds dx ds «T ds 

658. Si l'on désigne par p le rayon de courbure de la courbe 

au point M, lequel coïncide [654] avec le rayon de courbure de la 

projection sur le plan osculateur, on aura, comme dans le cas des 

courbes planes, 

ds 
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d'où la valeur de la courbure 



141 



Ensuite, en appelant ^9 ri, 1^ les coordonnées du centre de cour- 
bure, on a 

. ds dx 

5 X=Z ù COS A = -7-; <d-r-^ 

* ar' as 

ds _ df 
ïî— j = pcosfx= -n'd-r-H 

ar as 

ds .dz 

L Z =10 ces V = -;-; • a — - • 

' rtT* ds 



659. La valeur de dz^ peut encore se mettre sous la forme 

r/j*r/T' — (^» -+-... ) (r/'x* -f- . . . ) — [dxd^x -4- . . . )« 



dy dz 
d^X d^z 



dz dx 
d^z d^x 



* dx df * 

d^x d^x 



Les trois déterminants qui entrent dans cette valeur ne sont 
autre chose que les trois quantités /, m, n, proportionnelles [633] 
aux cosinus des angles que le plan osculateur fait avec les trois 
plans coordonnés. En désignant donc ces trois déterminants par 1, 
niy rij et la somme de leurs carrés par k^, on a 



X — ^/« + /72* -+- n^ = ds'^d'. 

660. Les cosinus des angles du plan osculateur avec les plans 

coordonnés, ou de l'axe du plan osculateur avec les axes des a:, r, z, 

seront, d'après cela, 

l m n 

r T r 

Donc l'angle de deux plans osculateurs infiniment voisins, que Ton 
appelle V angle de torsion ou de seconde courbure de la courbe, 
aura pour valeur 
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En développant cette expression, il vient 



(/«-h...WX« 



A^fdl^-h.,.^ —ikdk.kdk'-^k^.dk^ I 

"k 



/' 



Lk 



= j-^[dJ}+dm^ 



dn* — dk^ ) 



==- [[rf/« -h... )(/' + ... )-(/^/ + ...)«] 



1 
Or on a 



m 


n 




n 


l 


1 
-f- 


dm 


dn 




dn 


dl 





/ m 
dl dm 



N 



mdn — ndm = m\dxd^y — dyd^x) — n[dzd^jr. — xd'^z\ 
= dx{md*X-{-n(Pz) — [mdj- -{- ndz)d^x. 

D'ailleurs Idx -h rndy-h ndz = o; donc 

mdn — ndm z= dx[ld^x -h md^y -+- nd^z)^ 

dx dy dz 
d^x d^y d^z 
d^x d*y d^z 



ou, en posant A.== 



m n 
dm dn 



= fix . A, 



et de même pour les autres; donc 



_ds __ A 
^* ^ "" dFd? 



Si Ton appelle r le rayon du cercle dont Tangle de contingence 
est d\j pour une même longueur d'arc ds, et que l'on nomme cercle 
de seconde courbure de la courbe proposée, on a, pour déterminer 
le rayon de seconde courbure ou rayon de torsion, l'équation 

I dit A 

r ds ds^ dT* 

En désignant par â la distance de deux tangentes consécutives, 
on a [631 ] 

« A A 



*a ^/« 4- ;««-+. /!« 12 A' 



8PUERE OSGULATRICE. 

d'où Ton tire, en mettant pour k sa valeur, 

as a T r 



i4^ 



12^ 



661. Considérons trois côtés consécutifs AB, BG, CD {^fig* 61) 
d'an polygone infinitésimal, ou trois éléments de la courbe qui est 
la limite de ce polygone, ces côtés étant de longueurs infiniment 
peu différentes entre elles. L'intersection de deux plans perpen- 
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diculaires sur les milieux de deux côtés consécutifs de ce poly- 
gone, ou l'intersection de deux plans normaux consécutifs à la 
courbe, est une perpendiculaire aH au plan osculateur ABC. 
Cette perpendiculaire s'appelle Vaxe de courbure de la courbe au 
point B. 

Le centre de courbure est l'intersection a de l'axe de courbure 
avec le plan osculateur. Le rayon de courbure est p = Ea. L'angle 
de contingence dr est égal à l'angle EaF de deux normales consé- 
cutives, menées dans le plan osculateur en B, et dont l'une Ea est 
la normale principale pour le point B. 

Le plan normal en F contient deux axes de courbure consé- 
cutifs, qui se coupent au centre H de la sphère osculatrice, c'est- 
à-dire de la spbère qui passe par quatre points consécutifs de la 
courbe. 

Les coordonnées du point H s'obtiendront en cherchant l'in- 
tersection de trois plans normaux consécutifs, c'est-à-dire en ré- 
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solvant les équations [556] 

( (; — j:) r/x H-(„— ^) djr -f.(Ç — 3) dz = o, 

(i) I (;-.r)rf«x-h(iî— r)<^*r-^-(^ — 2)rf«2==d:y», 

dont les deux premières représentent Taxe de courbure. On en 
tire, en conservant les notations du numéro précédent, et remar- 
quant que Ton a 3udsf — v rfu = — i^* d - » 

r/.ç* , / dà* , m ds* _ ti 

^-"=-T''*i' "-^=-t'^:j?' ^-'=-T'^d?' 

En prenant la racine carrée de la somme des carrés de ces trois 
expressions, on a, pour le rayon R de la sphère osculatrice, 



■>=?\/(^:^)'-(^5)"-(''^)" 

662. Si Ton mène Fa' parallèle à Ea, et qu^on appelle d(f 
Tangle bFa' de deux rayons de courbure consécutifs, l'angle trièdre 
infinitésimal, formé par Fa, Fa^ Fb, rectangle suivant Fa, a pour 
faces de Tangle dièdre droit Tangle de contingence ^r et Tangle 
de torsion d\J, et Ton aura, par conséquent, 

f2) df^=d'^'^d^j\ 

Donc, dans les courbes non planes, l'angle de deux rayons de 
courbure consécutifs est, en général, plus grand que l'angle de 
contingence. 

11 ne serait égal à l'angle de contingence que dans le cas où 
l'angle de torsion d\j serait nul, ce qui exigerait [660] que l'on eût 
séparément 



//y = 0, tf--=o, ^-=o, 



d'où 



et enfin 

C.r -4- C'j -+- Cz -hC=o. 

La courbe serait donc, dans ce cas, une courbe plane. 
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663. Le quadrilatère FabU est inscriptible à un cercle ayant 
pour diamètre le rayon FH = R de la sphère osculatrice. Donc ce 
cercle est tangent au lieu des centres de courbure. 

1 (irc 
L^angle inscrit rfu = p-rr — r — • En désignant donc par da la 

distance ab de deux centres de courbure consécutifs, on a 

(3) R = J. 

Le triangle rectangle abn donne 
ou 

(4) ^cr*— 4«-4-p«Jv*. 

On peut donc écrire Téquation (3) sous la forme 



(5) R = \/p* 






Le triangle Fa H étant rectangle, et Fa = p, on en conclut que la 
distance du centre de courbure au centre de la sphère osculatrice 
a pour expression 






comme on le voit d'ailleurs, en considérant le triangle rec- 



tangle Hnb. 



Les triangles semblables nab. Fa H donnent 
(6) do=zd(TCOs{p, d(j) ^^d^sin^pyK], 

L'angle (p, rfd) = - — (p, R) n'est nul que pour (p, R) = -, ce 

qui donne R = qo, du = o(3), et alors la courbe sera nécessai- 
rement plane. 

Si Ton mène bm perpendiculaire à FH, on voit facilement que 
iH et JF sont les deux bissectrices des angles wJa, mbc. 

664. Le lieu des axes de courbure est une surface développable, 
appelée surf ace polaire, qui a pour arête de rebroiissement le lieu 
des centres de la sphère osculatrice. 

H. ^ Cours de Calcul infin., II. I O 
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L'angle de contingence de cette arête de rebroussement, ou 
Tangle de deux axes de courbure consécutifs , est égal à Tangle 
de torsion de la courbe proposée. 

L'équation de la surface polaire s'obtient en éliminant x,^, z 
entre les deux premières équations ( i ) et les équations de la courbe. 
Si l'on y joint la troisième équation (i), on aura le lieu du centre 
de la sphère osculatrice. 

Le lieu des centres de courbure est une courbe tracée sur la 
surface polaire. On aura ses équations^ en éliminant x^js z entre 
les deux premières équations (i), les équations de la courbe, et 
celle du plan osculateur. 

665. Par un point A, pris sur la courbe, menons une nor- 
male quelconque, rencontrant l'axe de courbure aa. au point a. 
Joignons ol au point suivant A' de la courbe, et prolongeons A'a 
jusqu'à la rencontre en a' de l'axe de courbure a'a', correspondant 
au point A'. Joignons a' au point suivant A", et prolongeons A''a' 
jusqu'à la rencontre en aJ^ de l'axe de courbure a":/." ^ correspon- 
dant au point A" ^fig^ 62). En continuant ainsi, on formera, par 

Fig. 6a. 




les intersections successives des normales , un polygone infinité- 
simal, dont la limite sera une courbe enveloppe de ces normales, 
et qui jouira des diverses propriétés que nous avons démontrées 
[583, 584, 585] pour les développées des courbes planes. On 
donnera, pour cette raison, le nom de développées de la courbe 
quelconque KP^hl' . . . aux diverses courbes enveloppes des nor- 
males, que l'on peut former d'après ce qui précède. Toutes ces 
développées sont situées sur la surface polaire de la courbe pro- 
posée. 
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Le point de départ a étant pris arbitrairement sur Taxe aa, il 
s^ensuit de là que la courbe a une infinité de développées. Si la 
courbe est plane, la surface polaire est un cylindre, dont la section 
droite, intersection du cylindre avec le plan de la courbe, est une 
développée, qui coïncide avec le lieu des centres de courbure. 

Si la courbe n'est pas plane, et que « soit le centre de courbure 
du point A, Âa ne sera pas tangent au lieu des centres de cour- 
bure [663]. Donc ce lieu ne coupe chaque développée qu'une seule 
fois ou qu'un nombre limité de fois. 

666. Si l'on fait tourner le plan normal Aaa autour de aa, 
jusqu'à ce qu'il vienne s'appliquer sur le plan normal suivant, 
A'a'a'aa, A décrira un arc de cercle autour du centre de courbure 
de la courbe en A, et viendra se placer en A', tandis que A a dé- 
crira un cône droit autour de l'axe a«, pour venir s'appliquer 
sur A' a'. Donc l'angle Aaa = A'aa, et, par suite, lorsque le plan 
normal en A tourne autour de l'axe de courbure pour venir passer 
par A', la ligne A'aa', dans le développement de la surface polaire 
sur un plan, se trouve recouverte par Aa. Donc la développée 
devient une ligne droite. Ainsi toutes les développées sont des 
lignes géodésiques de la surface polaire, c'est-à-dire qu'elles 
jouissent de la propriété d'être les lignes les plus courtes que l'on 
puisse mener sur la surface entre deux de leurs points. Ce sont 
les courbes qu'affecterait un fil tendu sur la surface entre deux 
points donnés sur celle-ci. 

De là un moyen mécanique pour décrire une courbe d'un mou- 
vement continu, à Taide d'un fil dont un point A est placé en 
un point donné de la courbe, tandis que les deux moitiés du fil 
sont tendues sur la surface polaire suivant deux développées diffé- 
rentes. En déroulant les deux branches du fil, le point A décrira la 
courbe. 

Si on laissait le point A fixe, ainsi que son axe de courbure a a, 
et que l'on développât la surface polaire sur le plan Aaa, les deux 
développées viendraient se placer sur les prolongements des deux 
normales au point A, le fil restant toujours librement tendu. Donc si, 
au lieu de faire mouvoir la surface polaire, on fait mouvoir son plan 
tangent Aaa, les deux branches du fil formeront toujours un angle 
constant. Et réciproquement, une ligne située dans le plan tangent 

lO. 
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mobile, et faisant avec a A un angle constant, sera constamment 
tangente à une seconde développée de la courbe A A' A'' A''''. . . . 

Si la courbe donnée est, par exemple, une développante du 
cercle, toutes ses développées seront des hélices tracées sur le 
cylindre qui a pour base la développée plane, c'est-à-dire le 
cercle. 

667. On a les équations différentielles des développées d'une 
courbe, en écrivant : 

i** Que la tangente à la développée rencontre la courbe pro- 
posée, ce qui donne les équations 

^^^ di dn d% ^ 

2^ Que cette tangente est située dans le plan normal à la courbe, 
ce qui donne 

(8) (Ç — or) dLc H- (i; — j) dj -^ ('Ç -^ z) dz z=z o. 

De ces équations, il résulte que : 

1*^ En remplaçant ^ — x, y; — jy ^ — z par les quantités qui 
leur sont proportionnelles, en vertu des équations (7), on a 

(9) d^ dx -h di) dy -{- dZ dz = o, 

ce qui exprime, comme on devait s'y attendre, que la tangente à 
la développée est normale à la courbe. 

a° En différentiaiit l'équation (8) et ayant égard à la condi- 
tion (9), il vient 

(10) [^ ^ a:]d^x -\- ['c -- x) d^x -^ [K— z) d^z =dsK 

Or l'ensemble des équations (8) et (10) représente la surface po- 
laire [664]. Donc, comme nous l'avions déjà vu d'une autre ma- 
nière [665], toutes les développées sont situées sur la surface 
polaire, ce qui fait déjà connaître, sous forme finie, une équation 
commune à toutes ces courbes. 

3** En appelant di l'élément d'arc de la développée, et p la 
distance Aa des points (^, J", z) et (^, yî, Ç), les équations (i) 
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donnent 

Lzif = iHiT = ini ^± v^(s-'^)'-t(^-j)'+(^-3J"« 

^5 *^v ^^ \JdV -t- rfîj» + rfç» 

Or, en vertu de Téquation (8), le numérateur de la dernière frac- 
tion est égal k pdp; donc 

±P^PA d'où dp=:-±d^, 

dfi a(r 

propriété analogue à celle que nous avons démontrée [577] pour 
les développées planes des courbes planes. 

4® Pour obtenir l'équation générale des projections des déve- 
loppées sur le plan des xjr^ par exemple, on tirera des équations (8) 
et (lo) les valeurs de Ç et de la variable indépendante t en fonction 
de \ et de y}, ce qui donnera aussi, au moyen des équations de la 
courbe, les valeurs de a: et de j en Ç et y). En substituant ces va- 
leurs dans l'équation 

£— -r 13 — r 

"Vf" "" dn ' 

on aura une équation différentielle du premier ordre entre \, vjf 

-7-9 dont l'intégration donnera une équation finie entre ^, rt et une 

constante arbitraire. Cette relation, jointe à l'équation de la sur- 
face polaire, représentera toutes les développées de la courbe 
proposée. 

§IV. 

COURBURE d'une SURFACE EN UN POINT DONNÉ. 

668. Proposons-nous d'étudier les lois qui régissent la courbure 
des diverses courbes que l'on peut tracer sur une surface par un 
de ses points. 

Soit MM' (Jig' 63 ) une courbe quelconque tracée sur une sur- 
face, et soit MM'^ la section faite dans la surface par le plan oscu- 
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laleur à cette courbe au point M. Du point M', infiniment voisin 
de M, abaissons M'P perpendiculaire sur le plan osculateur; 
menons PM'' perpendiculaire sur MM'', et joignons les points M', 
M". Le plan MM'M'^ ayant pour limite [640] le plan tangent à la 
surface, puisque M'M'' fait un angle fini avec MM', Tangle M'M"P 
sera fini, si le plan osculateur de la courbe MM' fait un angle fini 

Fi(j. 63. 




avec le plan tangent à la surface en M. Donc M'P et M'M" sont 
des infiniment petits du même ordre, et par conséquent M'M" sera 
du troisième ordre [632]. On pourra donc négliger M'M" toules 
les fois que l'on n'aura à tenir compte dans le calcul que des infi- 
niment petits du second ordre, pour la recherche des limites de 
rapports. Il en est de même de la difl'érence de longueur entre 
MM' et MM", laquelle sera infiniment petite d'ordre supérieur au 
second; donc, dans le calcul de la courbure de la courbe MM' au 
point M, on pourra substituer à cette courbe la section plane MM", 
faite par son plan osculateur. 

Donc, pour étudier les courbures des différentes courbes que 
Ton peut tracer sur une surface par un point donné, il suflit 
d'étudier les courbures de toutes les sections planes de la surface 
menées par ce point. 

669. Tliéorème de Meusnier, — Si l'on considère toutes les 
sections planes qui ont même tangente, les courbures de toutes 
ces sections sont liées par une relation très-simple à la courbure 
de la section normale menée par cette tangente. 

Soient MT {Jig* 64) '^ tangente commune, MM' la section nor- 




male, et MM" une section oblique, dont le plan fait avec celui de 
MM' un angle e. Par le point T de la tangente, infiniment voisin 
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du point M, menons un plan perpendiculaire à cette tangente, qui 
coupe les deux courbes en M' et en M''. Les distances M'T, M'^T 
étant du second ordre [804], les arcs MM', MM" ne différeront 
de MT et entre eux [844] que d'infiniment petits du troisième 
ordre. De plus, les angles M'MT, M^'MT des cordes avec la tan- 
gente sont les demi-angles de contingence [541] correspondants à 
la longueur d'arc MM'== MM''= ds; donc les rayons de courbure 
des deux courbes sont 

ds ds* ^ ds ds* 



aM'MT aM'T • 2M'MT 2M"T 

D'autre part, le triangle M'M'^T est rectangle en M', puisque le 
plan MM'M^'a pour limite le plan tangent, lequel est perpendicu- 
laire* au plan normal MTM'; donc M'T == M"Tcose, et par suite 

p'=: p cosc. 

670. Autrement, prenons le plan tangent pour plan des xj^ et 
la section normale pour plan des zx. Soient a? Ou {fig» 65) le plan 

Fig. 65. 




de la section oblique, u son ordonnée parallèle à Ou. Son rayon 
de courbure sera 

,_ {dx* ~h du* y 
^ ~" d,vd*u 
Or on a 

2--«cos«, ^=::wsinf, dz=z ducost =2 pdx -^ qdy^ 
d*z=^ d*ucoss, djri=:duûni. 

De plus, puisqu'on a pris le plan tangent pour plan des xy, on 
doit avoir p =: ^ = o, d'où résulte, aux infiniment petits près du 



l52 LIVRE III. — GHAP. II, § IV. 

second ordre, 

dzz= O, du =2 0, djr=zO; 

puis, r, Sf t représentant les dérivées partielles du second ordre 
d^ d^z d^ 

d*z=pd*x M- qd*f -+- rdx* -{- isdxdjr '\^ tdj^ =. îda^\ 
donc 

cosc 

En substituant ces valeurs dans l'expression de p* il vient 

, cose 

p = --' 

Pour e = o, p'= - = le rayon de courbure p de la section nor- 
male; donc 

p' = p COSf. 

On conclut de là que si, sur p comme diamètre et dans un plan 
perpendiculaire à la tangente commune, on décrit un cercle, ce 
cercle sera le lieu des centres de courbure de toutes les sections 
tangentes à cette tangente commune. 

671. Tliéorème d'Euler, — Considérons maintenant les cour- 
bures des diverses sections normales menées par un même point 
de la surface. 

En supposant toujours que le plan tangent en ce point soit pris 
pour plan des xjy on a, pour x ety infiniment petits, 

63 étant un inflniment petit du troisième ordre; donc la surface se 
confond, aux infiniment petits près du troisième ordre, avec le 
paraboloïde qui a pour équation 

et que Ton nomme le paraboloïde osculateur à la surface au point 
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considéré. Les sections normales de ce paraboloïde ont donc même 
courbure que les sections correspondantes de la surface. 

Soit une section normale quelconque, menée par Taxe Mz et le 
point M'(x, J'y z)y infiniment voisin de M. On a, aux infiniment 
petits près d'ordre supérieur au premier, 



MM' = v^x« -h 7» -f- 3* = ^x* -+-7*. 

D'ailleurs l'angle de contingence dr = zrrn] donc la courbure de 

la section a pour valeur 

I dr iz 

p ~MM' ""MM'»' 

Si l'on appelle cf l'angle du plan zMM' avec le plan des zXy 

x:=zyifA'.COSf, ^=:MM'.sinf, 



on aura * 



d'où 

(i) - = ,.,,,. =: rcos'flp -f- ^xsmycosflp + fsin'y. 

^ p MM'* 

En considérant maintenant tous les points de la section faite 
dans la surface par un plan parallèle au plan tangent et mené à une 
distance infiniment petite (du second ordre par rapport aux di- 
mensions de la section) de ce plan tangent, les courbures - des 

r 

sections normales passant par ces divers points seront proportion- 
nelles aux inverses ,,,.,^ des carrés des demi-diamètres de cette 

MM * 

section, qui est une courbe du second degré, ayant pour équation 
( 2 ) r:e^ -h Tisxjr -\- ty^ =: ^zz= const. 

Cette courbe s'appelle Vindicatrice de la surface au point M. On 
peut la remplacer, dans cette étude, par une conique semblable 
quelconque. 

La discussion de ces demi-diamètres, ou, ce qui revient au 
même, la discussion directe de l'équation (i), fera connaître les 
valeurs de la courbure tout autour du point M. 

672. Si Ton mène les axes principaux de la conique, lesquels 
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correspondent aux valeurs maximum et minimum du carré du 
demi-diamètre, on aura les sections principales de la surface, cor- 
respondantes à un minimum et à un maximum de la courbure. 

Pour trouver ce maximum et ce minimum, considérons - comme 

P 
une fonction de <p. On aura 

D^---i{t — r)cosf siny H-2 5(co8*y — sin*^) rr^ [i — r) sin2^-f-afcos2^, 

r 

quantité qui s^annulera pour 

tang2^ = 



r— ^ 



Cette valeur de tang2cp déterminera deux directions rectangulaires 
entre elles, répondant aux angles cpi, cps- On a ensuite 

ï .^« ' / \ . COS2»-. .- , -_ 

~ D« - r^ (/ -^ r) cos2y - is sm 2y == - j [[r- r)'- 4- 4*»], 

quantité qui change de signe lorsqu'on fait tour à tour 9 = f i et 
(y = ^2 1=: y, -f- - -, donc Tune des directions répond à un maximum 

de -9 Tautre à un minimum. 



673. Si Ton prend les axes principaux de Tindicatrice pour 
axes coordonnés, le terme en xy disparaît. On a donc alors 5=0. 
Ainsi les axes principaux de l'indicatrice ont la propriété de faire 

évanouir » lorsqu'on les prend pour axes des x et des y^ ce 

qui simplifie l'expression de la courbure. 
Si l'indicatrice est une ellipse, ou si l'on a 

rr — 5» > o, 
il vient alors 

z--- \\rx H- sy]^ H- [rt — s^)y^\ 

quantité de signe constant, comme l'est aussi p ; donc alors la sur- 
face est tout entière d'un même côté du plan tangent : elle est dite 
uniconvexe. 

Si l'indicatrice est un cercle, toutes les valeurs de f sont égales 
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entre elles. Le point de la surface est dit alors un ombilic ou un 
point de courbure sphérique. 

Dans le cas de l'indicatrice elliptique, on a, au point considéré, 
un maximum ou un minimum de l'ordonnée z, perpendiculaire à 
un plan parallèle au plan tangent. On voit alors quelle est la signi- 
fication géométrique de la condition rt — j- > o, qui doit avoir 
lieu [403] pour que la fonction z ait un maximum ou un mi- 
nimum. 

Si l'indicatrice est hyperbolique, c'est-à-dire si Ton a 

rt — 5'<o, 

cette indicatrice se composera des deux hyperboles conjuguées, 
dont Tune correspondra aux valeurs positives de z et de jO, l'autre 
aux valeurs négatives. Les asymptotes seront les lignes de sépara- 
tion des deux régions de la surface dont les courbures sont de 
sens contraire : elles sont tangentes à l'intersection de la surface 
avec le plan tangent, et elles correspondent aux valeurs de l'angle f 
données par l'équation 

— .ç rt i/.v- — rt 
tangyrrz^ y 

Pour ces directions, on a la courbure - = o. Ce sont les sections 

P 
de courbure nulle. 

Si l'on a 

7/ — j':=: o, 

l'équation de l'indicatrice peut se mettre sous la forme 

(3) l[rx^syY^:tz, 

et elle représente deux droites parallèles, dont la direction corres- 
pond à - = o. Pour toutes les autres directions, - a un signe con- 
stant; - est maximum pour la direction perpendiculaire aux droites 
(3), c'est-à-dire pour une valeur de y telle que l'on ait 

s t 
tang y = - = - . 
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674. Soient R, R' les rayons de courbure principaux, c'est- 
à-dire les rayons de courbure des sections principales. Les demi- 

axes de l'indicatrice seront y^2zR et y^2zR', et Téquation de l'in- 
dicatrice, rapportée à ces axes, sera 



R R'^"' 

d'où l'on lire, en posant [671 ] a:= MM'coscp, j^ = MM'sinç, 
MM* 

Telle est l'expression de la courbure d'une section faisant un 
angle (j) avec la section principale dont la courbure est - • 

Pour rt — s^ = o, R'= ao , et l'équation précédente se réduit à 

I COS* f 

P = -R-' 

R étant le minimum du rayon de courbure. 

Si l'on désigne par pt le rayon de courbure de la section per- 
pendiculaire à celle que fait l'angle (f avec l'axe des x, la formule 

(4) donnera, en changeant op en y -f- - » 

I sin'y cos*^) 

^"""Rr"^"!'"' 

d'où l'on tire 

I I I I 

ce qui correspond à une propriété connue des diamètres rectangu- 
laires d'une conique. 

Pour rt — .9*= o, cette dernière relation se réduit à 

I I I 

1 zz: -. 

p pi K 

675. Soit M' {Jig» 66) un point quelconque de l'indicatrice. 
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La tangente à Tindicatrice en ce point est parallèle au conjugué 
du diamètre mM', mené au point de contact. Si l'on mène par M^t 
le plan tangent à la surface, la trace de ce plan sur le plan tangent 
en M sera parallèle à M't, et par suite aussi au diamètre conjugué 

Fig. 66. 




de TwM'. Donc cette intersection et le diamètre mM' -ont pour 
limites respectives deux, tangentes à la surface, MT et MT', paral- 
lèles à deux diamètres conjugués de l'indicatrice. Ces tangentes 
sont dites des tangentes conjuguées, et les sections normales cor- 
respondantes, des sections conjuguées. 

Si p et p' sont les rayons de courbure de ces sections, a leur 
anglc; on a, par les théorèmes d'Apollonius, 

p + p' = R -i- R', pp' sin« a = RR'. 



§ V. 

CALCUL DES ÉLÉMENTS DE LA COURBURE d'uNE SURFACE 
EN UN QUELCONQUE DE SES POINTS. OMBILICS. 

676. Soient, sur une surface, M et M' deux points infiniment 
voisins; MN, M'N' les normales à la surface en ces points ; MAM' 
la section normale de la surface, faite par le plan NMM' {/ig. 6y) ; 
O le centre de courbure de cette section, dz son angle de contin- 
gence. 

Si nous menons les plans tangents en M et en M', l'intersection 
BB' de ces deux plans et la corde MM' auront pour limites deux 
tangentes conjuguées. Soit ^ = MAB l'angle de ces deux tan- 
gentes. 

Parles normales MN, M'N' menons deux plans perpendiculaires 
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à 66'. Ces plans détermineront la plus courte distance 

des deux normales infiniment voisines. 66' est la projection de 

Fîg. 67. 




MAM'= ds sur une direction faisant avec ds l'angle 0. Donc cette 
plus courte distance aura pour expression 



(•i 



J = ds cos$. 



Les normales en deux points infiniment voisins ne se rencontrent 
donc que lorsqu'on a cos0 = o, ou lorsque les deux tangentes con- 
juguées sont rectangulaires entre elles, ce qui a lieu seulement 
lorsque MM' est une section principale, 

677. Menons par M' une parallèle M'Q à MN. Les deux droites 
M'O, M'N' étant perpendiculaires à AM', leur plan sera perpendi- 
culaire au plan NMAM'QO, qui passe par AM'. Donc l'angle 
trièdre M'OQN' est rectangle suivant M'O. 

Déplus, les plans 6'M'QN', OM'N', respectivement perpendi- 
culaires à A6', AM', font entre eux le même angle 9 que ces deux 
droites. 

Si donc on désigne par rfw l'angle QM'N' des deux normales 
ou des deux plans tangents en M et en M', et par d^ V angle de 
déifiation de la normale, c'est-à-dire l'angle OM'N' que fait la 
normale en M' avec le plan NMM' Q de la section normale en M , 
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l'angle trièdre M'ON'Q sera mesuré par un triangle sphérique in- 
flnitésimaly qui aura pour angles ~> 6, 9. et -pour côtés res- 
pectivement opposés doUj dr, d^. On aura donc 

/o> ^ _ ^^ _ ^'^ 

^ ' sinQ cosG 

Pour obtenir enfin la distance du point M au pied N de la per- 
pendiculaire NN'y commune aux deux normales consécutives, me- 
nons NQ perpendiculaire à M'Q (et parallèle à MM'); N'Q sera 
aussi perpendiculaire à M'Q (et parallèle à B'M'). L'angle 

N'QN^B'M'A^ - — 0; Tangle N'NQ =i^ B'AM'= 9, d'où 



NN'Q= -> et par suite NN' est perpendiculaire au plan M'N'Q. 

D'ailleurs îiQ = ds; donc N'Q -- M'Q.rfw = rf^sinfl,' et par 
suite 

(3) M'Q = MN= ^sinô. 



di 



<û 



D'après ces équations, si nous connaissons dta et 6, nous en 
pourrons déduire les valeurs des angles dz, d^ et des distances $, 
MN, d'où l'on tirera le rayon de courbure de la section normale 

MM^p=$. 

678. En appelant a, ^, y les cosinus des angles que fait la nor- 
male MN avec les axes coordonnés, on a d'abord [655] 



Pour avoir 6, il faut chercher l'intersection des plans tangents 
en M et en M', puis l'angle que cette intersection fait avec MM'. 
L'équation du plan tangent en M est 

«(? - X) -4- i3(>î - j) -f- 7(Ç- Z) ::=. O. 

En différentiant cette équation par rapport aux coordonnées de la 
surface [556], et remarquant que l'on a, par la propriété de la nor- 
male, 

(5) adx -h pdf '{'ydz:= o, 



i6o 

on trouve 
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éfa(Ç — x)-*-rf/3(ï3— ^) 'hdy[K — z) = o. 



? y 


> B — 


V « 


j C = 


« P 


dp dy 




dy doL 




doc dp 



En combinant ces deux équations, il vient, pour les équations de BB', 

g — -g TQ — .r _ K — z 

A "" B "" C ' 
en posant 

A = 

On a maintenant 

A»4-B»4-C*=(|3^7-7^p)* 

= [P^-hy*)da*-h.,.'-2(Pydpdy-h...) 
= (a* + ]3* -4- 7*) (rfa' + €/(3»-H ^7») 

— 2(|37£/pd'7-4-...)— («Va» -4-.. .) 
= (a» -h |3» + 7*) (rf«» -H ^/3» -t- dy^)—[Kdcc 



Pdp^ydy]\ 



ou, à cause de «^ H- j3- H- y- = i , d'où a rfa -h (3 d/3 H- y rfy = o, 

A* + B' -h C^ 1= rfa» -+- ^P' -H ^7« = £/«». 

Donc les cosinus des angles de BB' avec les axes sont 

dca d(ù d(ù 

Les cosinus des angles de MM' avec les axes étant 



dx 



f/r dz 



ds ds ds 



on en conclut, pour le cosinus de l'angle cherché. 



(6) 



cosO = 



Ar/.r H- Bdy -+- Cdz 



a p y 
da dp dy 
dx dy dz 



d(ù ds d(d ds 

Par conséquent, 

[df^ids ûïiBY — [Éi} + B« + C» ) [dx^ + ^r» + r/z* ) — (Aé£r 4- Brfj- 

A B 
djc dy 



'-V« 



Cdz) 



B C 


s 

4- 


c 


A 




dy dz 




dz 


dx 
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Or on a 



B C 

dy dz 



[yda — OLdy)dz — ( « ^j3 — pdoi)djr 
doL^adx -h pdjr -\- ydz) — a[dot,djc -f- . . . ) . 



OU, en vertu de Téquation (5), 



B C 

df dz 



-~ — OL[doLdjc -4- dpdjr -f- dydz). 



et de même pour les termes analogues. Donc, à cause de 



on a 



(7) 



«*-f-;3«H- y'-- I, 



. dad,r -f- d^dj -f- dydz 



sm6 r 



d(fids 



On conclut de là et des équations (2) 



(8) 



. dKd.r -\- dpdy H- dydz 



(9) 



(.0) 



u ( cf-w atiA V — 


ds 




« P 7 




d^l d<ùCo^$ 

ds 


r/a dp dy 
dx dy dz 




î dr dixd.r -4- d^dy -f dydz 


■ 



ds ds^ 



679. Si Ton suppose l'équation de la surface donnée sous la 
forme F(x, j^, 2) = o, et que l'on représente par 



(") 



Xcir 4- Yf(r -f- Idz = o 



sa différentielle, on aura, en posant S =y/X^4- Y^-H Z^, pour 

abréger, 

X . Y 



«"-=s' ^=S' ^ = h' 



H. — Court de Cale, infinit., II. 



II 
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d'où Ton lire, par un calcul semblable à celui du n^ 660^ 



r/û) zzz 



(.9.) 






Y Z 

rfY r/Z 



Z X 

r/Z ^/x 



X Y 



On a ensuite, à cause de 



Y Z 






, 






S S 

1 


I 


Y 

iPi 


Z 

en 


f vL( • • • t 


abc 




X 


Y z 




(la flb de 


I 

S* 


d\. 


dY dL 


A 


dx (Ijr dz 




dx 


dr 


dz 





en désignant par À le dernier déterminant. De plus, à cause 

de (il), 

. .X ^ Y ^ ,Z dXdx-^dYdr -^ dZdz 
dxd~-hdfd---^dzd-^=: ^^-^ 



Substituant ces valeurs dans les équations (6), [y], il vient 



(i3) 



A . ^ dXdjr -\- dYdr -4- dZdz 
ces z^ ^. . . 9 sm B --— 



S*dsd(a 



Sdsdta 



d'où l'on tire ensuite les expressions de dr, d^, S, etc. 

Si l'on introduit les dérivées partielles p, if, il vient, en posant 

k = yjp^' H- V- 4- i', 



X=/?, Y = q, Z 
d'où l'expression (12) devient 



I, S=zk; 



('^) 



éf» = — ^dp* -h É?^* -h {/? rfg — ^fl^)*. 
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On a ensuite 



, ^. ^ (pdq — g dp] dz -h dg dr — dpdy , ^ dpdx-^dgdy 
{i5) cos0 = -^-— ^1 ^ .. . — T-^ ^— ^> smô== '^ • ^ . 



k} dta ds 



kdoids 



On peut parvenir d'une autre manière aux formules précé- 
dentes. Les équations de la normale étant 



i — x îî— r ç 



on a [630], pour la distance des deux normales consécutives, 



^ 







A 








Y Z 


t 


Z X 


t 

1 


X 


Y ' 


dt dZ 


dl dJi 


-i- 


dX 


dY 



On voit d'ailleurs, comme au numéro précédent, que le dénomi- 
nateur de cette expression a pour valeur S'rfo). Donc Féqua- 
tioD (i) donnera 

cosô = -T- = 



ds S*dsd(ù 



On obtiendra ensuite sind comme au n^ 678. 

En faisant X = a, Y = p, Z = y, S = i , on aurait les formules 
du n» 678. 



680. Détermination des sections principales et des rayons de 
courbure principaux. — Si MM' est une section principale, on 
doit avoir [676] cos0 -- o, c'est-à-dire [678] 

kdr -4-B4r-i-C«/3=3 0, 



équation qui, jointe à l'équation (5), adûr-r-^dj -hydz 
donne 



dxldjrldz 



B C 


• 


C A 


. 


A B 


j3 y 


• 


7 a 


• 


« p 



Or 



B C 

P y 



= o. 



irrr 7 ( y r/a — ady) — P ( « ^J3 — ^da) 

= rfa(a'-+-/3*-f-7*) — a(aJ«+ ^d^-hydy) =: du, 

II. 
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et de même pour les autres. Donc les sections principales sont 
déterminées par les équations 

. ^. flx dr dz 

qui sont la conséquence Tune de Tautre, comme on le voit en 

ajoutant les rapports terme à terme, après avoir multiplié leurs 

deux termes respectivement par a, p, y, et ayant égard à Téquation 

( 3 ) et à ce que a rfa 4- j3 rfj3 H- y rfy = 0. 

Si Ton élimine z et dz entre les équations (16) et Téquation de 

la surface [dont les équations (16) comprennent la différentielle], 

dr 
on obtiendra une équation différentielle entre x,y ^^ ^ » ^^î ^^" 

terminera le coefficient d^inclinaison de la projection de la tan- 
gente à la section principale sur le plan des xj. 

De plus, sind étant égal à Tunité, on a, pour une section prin- 
cipale, 

d'z=zdtù = y/dx'^ -f-^p' + r/y», 

et par conséquent les équations (16) donneront 

d.c dr dz ds 

da. dp dy dz 

Si, après Télimination de dz, on pose 

dr 
doL :=. oLyda: -{- aj djr^ dp zrz p^dx -^ p^ djr, -^ zizniy 

dx 

les équations précédentes pourront s'écrire, en prenant pour R le 
signe inférieur, d'après ce que nous verrons plus loin, 

(17) «i+aj^w^l^, ^4-p,= - i. 

On en tire d'abord 

(18) «im*4- (aj— 5,)/n— (3i=o, 

équation qui donne pour m deux valeurs, correspondantes aux 
deux sections principales, et à chacune desquelles appartient une 
valeur de R. 

On pourrait aussi former directement l'équation du second de- 
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lG5 



gré qui donile les deux rayons de courbure principaux. En effet, 
si Ton égale entre elles les deux valeurs de m en fonction de --^ 
que donnent les équations (17)) on a 



(>9) 



a)"-' 



«1 -+- 13,) - -h 



Pi Pi 



= G. 



Une des courbures principales est nulle [673] lorsqu'on a 



(20) 






nzrO. 



681. On peut parvenir aux équations (16) d'une autre manière. 
Si MM' est une section principale, l'équation (i) donne ^ = 0; 
partant, les normales à la surface aux points M et M' se rencontrent. 
De plus, des équations (2) et (3), jointes àsind==i, il résulte 
MN = MO = R. Donc le point de rencontre de ces normales est 
le centre de courbure de la section principale. 

Cela posé, les équations de la normale. 



Ç— .r 13— r ç — 2 



a 



=:R, 



doivent subsister en même temps que leurs différentielles par rap- 
port aux coordonnées de la surface, ce qui donne, en ayant égard 
à (5), 

û* — p* ~ 7* 

OU, en mettant, pour ^ — x, r, — y,l^ — z, leurs valeurs aR, 
(3R, 7R, 

R=(aÉ?a -4- (3 rf|3 4- 7^7) = o. 

On a donc 

[l — x)da-h0Ldx=zOf [r}—y)dp-^^djr=:0, ffi— z)dy -{-ydz =:0y 



d'où Ton tire 

. . dx djr dz 



5-.r 






K-z 



= -R, 



comme nous l'avions trouvé dans le numéro précédent. 
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682. Si Ton introduit les dérivées partielles de z par rapport 
à a: et à ^, on a, à cause de dp = r dx -\- s dy^ dq = sdx -f- tdy^ 



diK — d^ 

A- 



k^dp — pkdk (q*-^\]dp — pqdq 

Â» "" ifc» 



d'où 



k^0L^—[q*-\-l]r — pqs, /»a,:= [q^ -\- v] s — pqt. 



et de même 



Telles sont les valeurs à substituer dans Téquation (i8) et dans 
Téquation (19)9 qui devient, en faisant— =-. u. 



(22) 



«*-(- («i+Pi) «-t- 



Pi |3. 



T=0. 



En développant Texpression 



«i «1 



[119], on trouve qu'elle se 



réduit à — (^2-hy^-l- i) (/t — 5*). Donc la condition (20) pour 

qu'une des deux courbures principales soit nulle est encore ici, 
dans le cas général, la même, 

( a3 ) rr — ,j' = o, 

que dans le cas particulier du n? 673. 

683. Nous avons démontré, dans le paragraphe précédent, qu'il 
existe toujours deux sections principales, et par suite deux rayons 
de courbure principaux en chaque point d'une surface. Il s'ensuit 
de là que l'équation (2a) aux rayons de courbure principaux doit 
toujours avoir ses racines réelles, d'où résultera aussi la réalité des 
racines de l'équation (18) aux sections principales. 

On peut d'ailleurs le vérifier directement comme il suit. La con- 
dition de réalité des racines de chacune de ces équations est que 
la quantité 

(«i + |3,)*-4(«il3.-«tPi) = («i-l3«)*-+-4«tl5i 
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soit positive. Or les valeurs de ai» (Xs? Pnj^s donnent identique- 
ment; par Télimination de s, puis de (y*^- 1) /• — (/^^4- i) ^, 

Donc 

(/''-M)[{«i-?i)*H-4««M 
= (7^* + ") («1- ?i)* -^ 47>7(«i- W Pi -+- 4(7' ^- Pî 

quantité essentiellement positive. Il en est donc aussi de même du 
facteur (a, — ^2)'-+- 4*2Po ce qui démontre la réalité des racines 
des équations (18) et (22). 

684. Pour que l'expression que nous venons de décomposer en 
une somme de trois carrés soit nulle, il faut que chacun des carrés 
soit nul, et, par suite, que Ton ait Pi == o, «4 — Pq^ o, d'où, en 
vertu de l'identité précédente, «2=0. Donc les conditions pour 
que les deux rayons de courbure principaux soient égaux, ou pour 
que le point soit un ombilic [673], sont que l'on ait 

(24) «î=o, «1=^-^,, Pi=o, 

ou, en mettant pour ces quantités leurs valeurs, 

(a5) -?L±l^^^Z!±i. 

Ces équations, jointes à celles de la surface, déterminent les trois 
coordonnées d'un ombilic. 

On peut encore tirer ces équations des équations (17), en expri- 
mant que la valeur de R est indépendante de m; ou encore de 
l'équation (18), en exprimant que, toute section étant une section 
principale, m doit être indéterminé, et par suite l'équation en m 
doit se réduire à une identité. 

Pour déterminer, dans ce cas, la valeur de R, on a, le radical 
étant nul. 

Il — • 

2 

Si l'on désigne par jEjila valeur commune des rapports ( ^5), et que 
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Ton mette pour cti = (32 sa valeur, il vient 

u = l- =-- -^ ( r/ - 5* ), d\)û R ^ -T-*-— r, • 

685. Exemple. — Cherchons les ombilics de la surface du se- 
cond degré 

aj.--h- bj--\- cz'r= k. 

Les cosinus a, (3, y des angles de la normale avec les axes sont 
donnés par les équations 

— z=-^-~ y~ = - 

ax bjr cz (V 

en posant, pour abréger, 



Formons l'équation (i8) aux sections principales, puis écrivons 
qu'elle devient identique. Cette équation équivaut à ~- = ;> » on 

^ ' dx djr djc djr 

Or, en éliminant z au moyen de l'équation de la surface, on a 

w^—a[a — c)x' -\'b[b — c)7*-4- c/- = Ax* 4- Bj* -H c/:, 

d'où wdw r-= Ax dx -h Ujdy. L'équation (A) devient donc 
[a — b) w^dxdy — [axdjr — bjrdx) wdw^= O, 

OU, en substituant, réduisant, et faisant m = — » 

ax 

Baxj^./;z*-f- [Abx^ — B^j* — [a — b]ck]m — Abxj'z=. o. 
Cette équation devient identique, si l'on pose 

x^' = o, Aba* — Bajr- — [a — b)ck = o, 

ce qui donne deux systèmes de solutions : 

/T\ L -^ , c{û — b) , b{a — c) 

I X=:0, Aj=— — A-— ^ fï CZ-:=k-)-. (> 

^ ' * -^ a(ù —c) a[b — c) 
(II) > -o, ca-— k —j '-, ax^=:kj^. .• 
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Pour avoir tous les ombilics possibles, il faut joindre à ces deux 
systèmes de solutions ceux que Ton obtiendrait en projetant sur 
un autre plan coordonné, sur celui des yzy par exemple. On re- 
trouve de cette manière le système (II), avec le suivant : 

Supposons k positif, et a]>i > c. Dans Tellipsoïde, le système 
(II) sera le seul qui donne des valeurs réelles pour x^j, z. On 
aura alors quatre ombilics, compris dans le plan du grand et du 
petit axe. Dans Thyperboloïde à une nappe, a et J étant positifs, 
c négatif, aucun des trois systèmes ne donnera de valeurs réelles. 
Dans rhyperboloïde à deux nappes, a > o, i et c étant <[ o ; ce 
sera encore le système (II) qui donnera quatre ombilics réels. 

Pour avoir le rayon de courbure correspondant, Téquation (19), 
ayant ici ses racines égales, donne, à cause de ot^ = jBs (^4) ^^ 
dej=o, 

R 2 ^^ ôjr w 

En effectuant les calculs, et substituant les valeurs précédentes, on 
trouve 

'ack 



^=-\/'4 



686. Théorème. — Une surface dont tous les points sont des 
ombilics est une sphère. 

En effet, on devra avoir, d'après les conditions (24), en chaque 
point de cette surface. 



On a d'ailleurs 




d'où 


Oidx "{■' pdf -^ydz — 0, 




dz CL dz p 
ôx yàjr y 


et partant 






y O^z y 



dy dx dy ôx 
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c'est-à-dire, en ayant égard aux équations (A), 

La relation a'^-\-^^'\-y^z= \ donne d'ailleurs 

doL - dS dy doi . dS dy 

Effaçant les termes qui s'annulent en vei*tu des équations (A), et 
ayant égard à l'équation (B), il vient 

(C) ^^^. 

Or, d'après les équations (A), a ne peut être que fonction de j?, 
et (3 ne peut être que fonction de y. Les dérivées de ces fonctions 
devant être égales entre elles, quels que soient x et j'y ne peuvent 

être qu'égales à une même constante . En désignant celle-ci par - y et 

représentant par a, b d'autres constantes, on en tire, par l'inté- 
gration, 

^ _^ fl Y - ^ I . 

a=r' — - — 9 p= — - — 5 d'où 7= T V^^^- (-^ — «)*— (j — ^J*. 



On a donc 



dz = — 



adx -\- Sdy (.r — a)d.T -f- [y — b)dy 



7 y/A«_(x — a)«--(jr— 6)» 

d'où, en intégrant et désignant par c une nouvelle constante, 

(.r - «)«-+- [x - by-^ [z - cYz^h\ 

équation d'une sphère. 
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§ VI. 

LIGNES DE COURBURE. LIGNES ASYICPTOTIQUES. 

LIGNES GÉODÉSIQUES. 
THÉORÈME DE DUPIN SUR LES SURFACES ORTHOGONALES. 



Si l^on détermine m on 



dx 



687. Lignes de courbure. — si 1 on détermine m on -j- par 

l'équation aux sections principales [681, (18)], on aura alors, au 

point considéré M, 0=:: -• et la distance des normales aux deux 

points consécutifs M, M' de la section, à = o. Si Ton passe du 
point M au point infiniment voisin M', pris sur la section princi- 
pale du point M; puis du point M' au point infiniment voisin M^^, 
pris sur la section principale du point M', et ainsi de suite, on 
obtiendra un polygone curviligne infinitésimal, qui aura pour li- 
mite le lieu des intersections successives ou Vem^eloppe des sec- 
tions principales. Cette courbe sera tangente en chacun de ses 
points à l'une des sections principales de ce point, de sorte que 
chaque tangente à cette courbe sera perpendiculaire à sa tangente 
conjuguée par rapport à sa surface, et que les normales à la surface 
menées en deux points de cette courbe infiniment voisins se ren- 
contreront. Une telle courbe s'appelle une ligne de courbure de 
la surface. 

Comme on peut, en chaque point de la surface, tracer deux sec- 
tions principales, il s'ensuit de là que par chaque point de la sur- 
face passent deux lignes de courbure, qui se coupent à angles 
droits. L'équation diflérentielle des lignes de courbure est cosd = o 
ou J= o, c'est-à-dire [678, 679] 



a (3 7 
doL dp df 
dx dy dz 



— o, ou 



X Y Z 

dX dY dl 
dx dy dz 



= O, 



ou encore [679] 



«j 



da^ 



(«.-?.)|-Pi-o. 



En intégrant cette équation , après en avoir éliminé z, on aura 
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réquation générale des lignes de courbure, renfermant une con- 
stante arbitraire. Si Ton détermine convenablement cette constante, 
on aura le système des deux lignes de courbure qui passent par un 
point donné de la surface. 

On pourra* encore obtenir Féquation différentielle des lignes de 
courbure, en écrivant [681] que les normales à la surface en deux 
points consécutifs d'une ligne de courbure se rencontrent. 

On voit que les lignes de courbure d'une surface forment deux 
systèmes de trajectoires orthogonales, partageant, comme les lignes 
de niveau et de plus grande pente, la surface en éléments rectan- 
gulaires infiniment petits. 

688. Exemple, — Soit la surface du second degré 



On aura ici 



ax^ -4- by^ -h cz^ r— k. 



et l'équation aux lignes de courbure devient 

ax by cz 

a eue bdy cdz =0, 

dx djr dz 

OU, en développant, 

a[b — c)xdjrdz -{- b[c — a)jrdzdx -^ c{a — b) zdxdj 

a 

OU, en posant, 

I I I I I I 

c a c b a 



o, 



A 4- B -h C étant égal à zéro, 



Kx 
dx 



djr 



Cz 

dz 



= o, 



De l'équation de la surface et de sa différentielle, on tire 

k — ajc* — by^ 



z 
dz 



ax dx -H by dy 



Par la substitution de cette valeur, l'équation différentielle devient 

kx Br Cfax'-4- ir*— . A) 

1 ^ H ^ =0, 

dx dy axdx-i-bydy 
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OU, en réduisant au moyen de la relation A -h B -f- C = o, 
jTjrlBadx^ -+- Abdj^*] — [Bax^ -+- A^j» + Ck) dxdy — o, 

que l'on peut écrire sous la forme 

xx[di-{- bj'") — (ax*-{- bj'+ h)y=: o. 

Nous verrons plus tard [847, II] comment cette équation s'in- 
tègre. 

690. Le centre de courbure de la section principale au point M 
est le point d'intersection des normales à la surface Ma, M'a, 
menées aux deux points consécutifs M, M' de la section princi- 
pale, ou, ce qui revient au même, de la ligne de courbure MM'. 
Ces normales à la surface étant en même temps des normales à la 
ligne de courbure, on voit que la construction qu'il faut faire pour 
avoir le lieu des centres de courbure des sections principales pour 
tous les points d'une ligne de courbure est précisément celle qui 
donne une développée de la ligne de courbure [665] ; donc le lieu 
des centres de courbure des sections principales des divers points 
d'une ligne de courbure est une développée de cette ligne de 
courbure. Ce lieu est donc tracé sur la surface polaire de la ligne 
de courbure. 

Le lieu des normales à la surface, menées aux divers points de 
la ligne de courbure, est une surface développable, dont le lieu 
des intersections des génératrices ou Y arête de rebroussement est 
le lieu des centres de courbure des sections principales. 

Pour avoir l'équation de cette surface développable, on élimi- 
nera Xy y y z entre les équations de la normale 

Ç — T. ïj — r Ç — z 

— j 



« (3 7 

l'équation de la surface et l'équation intégrale des lignes de cour- 
bure. En y joignant l'équation qui exprime que chacun des rap- 
ports ci-dessus est égal au rayon de courbure principal R, exprimé 
en Xyjy Zy on aura, par l'élimination de z entre les cinq équa- 
tions, les deux équations du lieu des centres de courbure des sec- 
tions principales. 

Comme nous l'avons vu, le lieu des centres de courbure princi- 
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paux, élant une développée de la ligne de courbure, est en même 
temps une ligne géodésique [666] de la surface polaire de la ligne 
de courbure MM'. , . . 

Si Ton considère, outre le lieu aa' , . . des centres de courbure 
principaux, une autre développée hV , . . de la ligne de courbure, 
on pourra tendre, d*un point M de cette ligne, deux fils sur la sur- 
face polaire, s'appliquant librement sur les courbes oa'... e\.hV 

Si Ton déroule ces deux fils, en les tenant toujours tendus, le point 
d'intersection des deux fils parcourant la courbe MM'..., leur angle 
restera constant, et réciproquement, un fil M&i'. .., enroulé sur 
la surface polaire, et faisant un angle constant avec le fil Maa'. . ., 
tandis qu'on les déroule tous les deux simultanément, leur point 
d'intersection décrivant la ligne de courbure MM'. . , affectera né- 
cessairement sur la surface polaire la forme d'une seconde déve- 
loppée de la courbe MM'. . . [666]. 

691. Cela posé, supposons que deux surfaces se coupent suivant 
une ligne qui soit pour chacune d'elles une ligne de courbure. Les 
lieux des centres de courbure principaux des deux surfaces, cor- 
respondants à cette ligne de courbure, seront deux développées 
de celle-ci. Donc les normales aux deux surfaces, en chaque point 
de l'intersection, feront entre elles un angle constant, et par suite 
ces deux surfaces se couperont sous un angle constant. 

Réciproquement, si deux surfaces se coupent sous un angle 
constant, et que l'intersection soit une ligne de courbure de l'une 
d'elles, la normale à l'autre surface, faisant un angle constant avec 
la normale à la première, tracera sur la surface polaire de l'inter- 
section une seconde développée de cette intersection. Donc les 
positions successives de cette normale se rencontreront, et par 
suite l'intersection sera aussi une ligne de courbure de la seconde 
surface. 

692. Si une ligne de courbure est plane, sa surface polaire est 
un cylindre; ses développées sont des hélices de ce cylindre, c'est- 
à-dire des courbes coupant les génératrices du cylindre sous des 
angles constants. Donc le plan de la ligne de courbure, perpendi- 
culaire à ces mêmes génératrices, fait un angle constant avec la 
tangente à une hélice, laquelle est une normale à la surface pro- 
posée, lorsque la développée considérée est le lieu des centres de 
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courbure principaux. Donc, lorsqu'une ligne de courbure est plane , 
son plan coupe la surface sous un angle constant. Cela résulte en- 
core de ce que nous avons vu dans le numéro précédent, toute ligne 
tracée sur un plan pouvant être considérée comme une ligne de 
courbure de ce plan. 

Réciproquement, si un plan coupe une surface sous un angle 
constant, le lieu des centres de courbure principaux correspon- 
dant à rintersection sera une hélice de la surface polaire de cette 
intersection, et par suite une développée; donc les normales 
menées à la surface par les points de Tintersection se rencontre- 
ront, et rintersection sera une ligne de courbure de la surface. 

693. Si une ligne de courbure n'est pas plane, les génératrices 
de la surface polaire développée, n'étant pas parallèles entre elles, 
ne feront pas un angle constant avec la droite suivant laquelle se 
déroule la développée de la ligne de courbure, lieu des centres de 
courbure principaux. La variation de cet angle sera l'angle de deux 
axes de courbure consécutifs ou l'angle de torsion de la ligne de 
courbure. Donc l'angle du plan osculateur d'une ligne de courbure 
avec le plan tangent à la surface varie continuellement d'une quan- 
tité égale à l'angle de torsion de la ligne de courbure. 

On tire de là cette autre réciproque du théorème du numéro 
précédent : que, si le plan osculateur d'une ligne de courbure 
coupe la surface sous un angle constant, la ligne de courbure est 
plane, puisque son angle de torsion doit être nul. 

694. Toute ligne tracée sur une sphère étant une ligne de cour- 
bure de cette sphère, on voit que, si une surface est coupée par 
une sphère sous un angle constant, l'intersection est une ligne de 
courbure de cette surface. 

Réciproquement, si une ligne de courbure est sphérique, la 
sphère qui la contient coupe la surface sous un angle constant. 

695. Si une ligne de courbure est circulaire, c'est-à-dire à la 
fois plane et sphérique, on pourra faire passer par cette ligne une 
infinité de sphères, coupant toutes la surface sous des angles con- 
stants. On pourra choisir le centre de l'une de ces sphères de ma- 
nière que cet angle constant soit nul, de sorte que la sphère tou- 
chera la surface tout le long de la ligne de courbure. Les normales 
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à la surface le long de la ligne de courbure passeront donc toutes 
par le centre de cette sphère, et formeront, par suite, un cône de 
révolution. 

696. Lignes a^mptotiques, — Considérons une surface dont 
rindicatrice soit hyperbolique. En s'avançant sur la surface dans la 
direction de Tune ou Tautre des asymptotes de Tindicatrice, direc- 
tion qui correspond [673] à une valeur nulle de la courbure, on 
tracera de proche en proche deux systèmes de courbes, appelées 
lignes asjmptotiques ou lignes de courbure nulle, analogues aux 
lignes de courbure. Pour la direction d^une section asymptotique, 
on a 

-==0, 0^=0, d'où sin9=:o, 

P 

ce qui donne [678, 679] 

f/a dx -h dp djr -\- dy dz ^= o, OU ^X dx -+- ilY djr H- dZ dz = o, 

ou encore 

dr //>' 
dpdx -f- dqtlr =0, r H- 25 -^ -h r-^ = o. 

dx d.ir 

On voit que, pour qu'il existe de telles lignes de courbure nulle, 

il faut que Ton ait 

rt— s^< o. 

Exemple, — Étant donnée la surface 

Téquation aux lignes asymptotiques sera 

adx'^ -r bdjr^ -f- crfs* = o, 

ce qui montre d'abord que a, &, c ne doivent pas être de mémo 
signe. Remplaçant cdz'^ par sa valeur tirée de l'équation de la 
courbe, il vient 

(i) a[k — bjr^)dx*'\- labxjrdxdjr -{- b[A — ax*)djr*=:o, 

ou 
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On peut toujours supposer h positif, et, puisque l'un au moins des 
coefficients a, bj c est négatif, soit c positif et a négatif. On voit 
que b devra être positif, et par suite la surface sera un hyperbo- 
loïde à une nappe. 

En différent! ant Téquation (i) ou 

b[k — ax^)y^ '■¥■ o.ahxy,y -\- a[k — hjr^) = o, 
il vient 

[[k — ax^ ) y -+- axy\y' — o, 

d'où Ton tire d'abord j'"= o et par suite j^'= C, ce qui est V inté- 
grale générale de Téquation. Celle-ci devient, par la substitution 
de celte valeur dans (2), 



(^ - c.)= = .(!.- ^) 



équation d'un système de deux droites, qui sont les projections 
des génératrices rectilignes de la surface. 

En égalant l'autre facteur à zéro, ce qui donne 

[k — ax^)y' -{- axjr = o, 



et éliminant j^' entre cette équation et l'équation (3), on obtient 

• rt.r* 4- by z=zi A', 



la solution singulière 



qui, jointe à l'équation de la surface, donne ;: = o. C'est donc Ja 
section principale faite par le plan des xj,^l à laquelle les pro- 
jections des génératrices rectilignes sont tangentes. • 

697. Lignes géodésiques, — On nomme ligne géodésique d'une 
surface, comme nous l'avons déjà dit [666], celle des lignes tra- 
cées sur la surface entre deux points donnés qui est la plus courte. 
Nous allons démontrer que cette ligne jouit de la propriété que 
son plan osculateur en chacun de ses points est normal en ce point 
à la surface. 

Considérons, en effet, deux points infiniment voisins, pris sur 
une surface. Si, par la normale à la surface en un de ces points et 
par l'autre point, on fait passer une section normale à la surface, 
l'élément de cette section sera plus court que l'élément d'une 
section oblique tracée sur la surface entre les deux mêmes points. 

H. — Cours de Cale, infn., II. 12 
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Nous avons vu [5i4] que Texpression de la différence entre un 
arc infiniment petit et sa corde est, en appelant h la différence in- 
finiment petite des abscisses des extrémités de cet arc, 

p étant le rajon de courbure au point initial. Or, pour les deux 
sections y la section normale et la section oblique, passant par les 

deux mêmes points infiniment voisins, le facteur (i-hj"'^)" est 
infiniment peu différent. De plus, p diffère infiniment peu du 
rayon de courbure de la section normale, laquelle fait un angle 
infiniment petit avec la proposée. Si donc on désigne par e 
Tangle de la section oblique avec la section normale, le rayon de 
courbure de la section oblique sera, à un infiniment petit près, 
jscose. Donc, en désignant par J, cî'les différences entre les lon- 
gueurs des arcs des deux sections et leur corde commune, on aura 

à'= — T-« Par conséquent, l'élément de la section normale est 

cos* s ^ 

le plus court. Il résulte de là qu'une ligne tracée sur une surface 
ne peut être la plus courte entre deux de ses points, qu'autant que 
son plan osculateur est, en chaque point de contact, normal à la 
surface. 

On en conclut [693] que, si une ligne géodésique est en même 
temps une ligne de courbure, elle est nécessairement plane. 



maie à la surface avec les axes, et par a, b, c les cosinus —r^ -r-' 



698. En désignant par a, (3, y les cosinus des angles de la nor- 

dx dr 
ds ds 

-^ des angles de la tangente à la courbe avec les mêmes axes [ 

la condition exprimant que la normale à la surface est contenue 
dans le plan osculateur à la courbe sera 

_^ — A=:Z — J- = JL 
da db de d-: ds 

d'où 

Kds = pda, • pds^= pdb, yds = pdc. 
Supposons maintenant que, par un point A de la surface, on 



LIGNES GÉ0DÉSIQUE9. I79 

mène une infiûilé de lignes géodésiques; soit AB une quelconque 
d'entre elles considérée comme fixe, et soit (f l'angle que fait avec 
AB la ligne géodésique qui joint le point A à un point quelconque M 
de la surface.. Si Ton fixe au point A Textrémité d'un fil flexible et 
inextensible, et qu'en tendant ce fil sur la surface on le fasse tour- 
ner autour du point A, il coïncidera successivement avec toutes 
les lignes géodésiques qui partent du point A. Si Ton tend donc le 
fil entre A et M, la position du point M sur la surface sera déter- 
minée par l'angle cp qui fixe la direction de la ligne géodésique AM , 
et par la longueur s de l'arc AM, en sorte que les coordonnées x, 
y^ z du point M seront des fonctions déterminées des deux va- 
riables 5 et 9. 

699. Si, à partir du point A, on porte sur toutes les lignes géo- 
désiques une même longueur ^, les extrémités M de cette longueur 
formeront une courbe, que nous appellerons un cercle géodé- 
sique. Soit (j la longueur d'un arc de cercle géodésique BM, compté 
à partir d'un point fixe B5 cet arc sera une certaine fonction de y 
et de s. 

Désignons par X, p, v les cosinus des angles que fait la tangente 
au cercle géodésique en M avec les axes. Pour un point M', pris 
sur ce cercle à une distance infiniment petite de M, on aura 

Donc, en remarquant que ces valeurs de dx^ dy, dz sont les diffé- 
rentielles partielles de x, y, z par rapport à 9, ^ restant constant 
sur le cercle géodésique, on aura 

d.T d^ df dfT dz d<T 

âf ôf ôf âf df df 

Si l'on fait maintenant varier x, r, z sur la même ligne géodé- 
sique AM des différentielles partielles dgX, dsj, dgz, les dérivées 

partielles -j-? -\-i -r- représenteront les cosinus a, i, c des angles 

que fait la tangente à la ligne AM en M avec les axes. Par con- 
séquent, 

dx àx dy dr dz dz . . , .dd .„.., dtr 

os Of os ôf ds df Of df 

11, 
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Ed appelant T le premier membre de celle équation, on a 
^T d^.T dx à^Y dr d*z âz d.r d*.r dr d^r dz d^z 



ds ds* df ds* df ds* df ds ds df ds ds ôf ds ds do 

~ ds* df "*" ds* df "^ ds* df "^ i^Wds) "^ [ds ) "^ \ds) J* 
On a d'ailleurs, par le numéro précédent, 



d*jc dn u 
ds* ds p 


ds* 


dh 

'" ds 


P 


d*z de y 
ds* ds p 


d'où Ton lire 











d*.v d.r d*r dy d*z dz i , , _ , d(T cosNMM' dfr 

ds* df Hs* df ds* df p^ ^' ^ ^df p df ' 

f)T 
MN étant la normale à la surface en M. L'autre terme de -.— > qui 

ds ^ 

esl égal à - Dç(a'--i- b'-h c-), est aussi nul; donc 

dT 

et par suite la fonction T conserve la même valeur pour tous les 
cercles géodésiques de rayons différents décrits du centre A, lors- 
qu'on se déplace sur un même rayon géodcsique; cette fonction ne 
peut donc dépendre que de o. 

Or, si l'on fait tendre s vers zéro, o" tend aussi vers zéro, quel que 

soit (p. On a donc, pour .v = o, -r- = o, cl par suite aussi T = o. 

Donc, pour 5 = o, on a, quel que soit 9, 

cosAMM'- —- =:o. 
df 

Cette quanlilé, étant indépendante de s, sera donc toujours nulle, 
quel que soit 9, pour toute autre valeur de s. Donc, -r- ne pouvant 

être généralement nul pour s différent de zéro, il faut que l'on ail, 
quels que soient s et <p, 

cosAMM' = o. d'où AMM'i:^ -• 

1 
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DoDC un cercle géodésique est, en chacun de ses points, perpen- 
diculaire à son^ rayon géodésîque. 

700. On peut démontrer géométriquement ce théorème. Soient 
deux lignes géodésiques infiniment voisines AM, AM' [Jig» 68), 




sur lesquelles on a pris des longueurs égales AM = AM'. Je dis 
que les angles AMM'et AM'M sont droits. Supposons, en effet; 

qu'ils diffèrent de - de quantités finies. Les angles que fait MM' 

avec les lignes géodésiques infiniment voisines AM, AM' ne pou- 
vant différer entre eux qu'infiniment peu, la somme des angles 
AMM', AM'M diffère infiniment peu de ît, et par suite, si Tun 
de ces angles est aigu, Tautre est nécessairement obtus. Soit 

M'= w, w étant un angle fini. Menons un arc MP, perpén- 



1 



diculaire à MM', d'où M'MP = -, M'MA étant > -• Le trianffle 

infinitésimal M'MP ayant l'angle MPM'=:^ t. — ^ — ( - — w j = o), 

on a 

MP=:M'Pcosw< M'P, 

la différence étant infiniment petite du premier ordre. Donc, 
puisque AM =r AM', 

AP-hMP<AP-i-M'P, ou AP-hPM<AM, 

et par suite AM ne serait plus la ligne la plus courte entre A 
et M. Donc , si AM = AM' sont des lignes géodésiques égales, 
l'angle M'MA ne peut différer d'un angle droit. 
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701. Ce théorème est un cas particulier d'un autre plus gé- 
néral, qui se démontre de la même manière, en changeant la signi- 
fication d'une seule quantité. Soit une ligne quelconque AA' 
{fig' 6y), tracée sur la surface. Menons en tous ses points des 

Fij. 69. 
Xi M M ' 




lignes géodésiques PM, perpendiculaires à AA', et prenons sur ces 
lignes, à partir de AA', des longueurs constantes PM = P'M'= — 
Le lieu des extrémités M de ces longueurs coupera à angles 
droits toutes les lignes géodésiques PM. En effet, si Ton désigne 
par s la longueur PM, par <p la distance AP, et par a Tare BM, on 
pourra répéter les mêmes calculs qu'au n° 699. Or, pour 5=0, 
l'angle BMP se confond avec le supplément de APM, et par suite 
il est droit; donc cet angle est droit aussi, quel que soit j. 

Si l'on suppose que AA' soit un cercle géodésique infiniment 
petit, on retrouvera la proposition précédente. 

702. Nous avons vu [682] que les normales menées à une sur- 
face S le long d'une ligne de courbure C ont pour lieu une surface 
développable D, dont l'arête de rebroussement est le lieu V des 
centres de courbure principaux. 

En chaque point M de S se coupent deux pareilles surfaces dé- 
veloppables D, D'. Leur intersection est la normale à S au point M, 
et elles se coupent orthogonalement, comme les deux lignes de cour- 
bure correspondantes C, C, qu'elles contiennent respectivement. 

Le lieu des arêtes de rebroussement F est une surface composée 
de deux nappes S, 2', correspondantes aux deux systèmes F, F' de 
développées des deux systèmes de lignes de courbure C, C. 

Pour avoir l'équation de ce lieu S, soit R un des rayons de cour- 
bure principaux, exprimé en fonction de Xj y y z. On portera la 
longueur R sur la normale, et les coordonnées Ç, m, Ç du centre de 
courbure principal seront données par les équations 



« 



3 
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Entre ces trois équations et Téquation de la surface, on éliminera 
j:, j', z, ce qui donuera Téquation de celle des deux nappes 2, 2' 
qui correspond au rayon R. En remplaçant R par l'autre rayon R', 
on aura Tautre nappe. 

Si S esl une surface développable, Tune des deux nappes S, 2 
s'en va à l'infini. 

703. Deux normales à la surface en deux points consécutifs de 
C sont tangentes aux développées V^ , I^, des deux courbes C^ , G^ 
de l'autre système qui passent par ces points, et de plus ces nor- 
males, se rencontrant, sont dans un même plan. Ce plan est donc 
tangent à la nappe 2)^ sur laquelle sont situées T^ et V^^. De même 
le plan normal, tangent à C, est tangent à la nappe S. Donc, sui- 
vant chaque normale à S, se coupent deux plans tangents, l'un à I], 
l'autre à £', et rectangulaires entre eux. 

Si l'on place l'œil en un point de cette normale, on verra donc 
les contours apparents des deux nappes S, 2 'se couper à angles 
droits sur le prolongement de cette normale. Donc, de quelque 
point de l'espace que l'on regarde ces deux nappes, on verra leurs 
contours apparents se couper à angles droits. 

La section principale tangente à C, étant tangente à X', est nor- 
male à 2. Or elle contient deux tangentes consécutives à F, et par 
suite elle détermine le plan osculateur de cette courbe. De là ré- 
sulte que r, ayant son plan osculateur normal à £, est une ligne 
géodésique de cette surface. Donc les développées, lieux des centres 
de courbure principaux pour les diverses lignes de courbure, sont 
des lignes géodésiques de la surface (S, 2'). 

Supposons un fil tendu librement sur une des nappes 2, 2' ; il 
prendra la forme d'une ligne géodésique, qui sera une ligne F, si 
son plan osculateur en un de ses points est tangent à une certainie 
ligne C. En déroulant ce fil, tenu toujours tendu, on tracera la 
ligne C. Si l'on tend ce fil successivement suivant toutes les 
lignes F, on décrira toutes les lignes C , et par suite la surface 
entière. 

Si les nappes 2, 2' se touchent en un point, ce point corres- 
pondra à un ombilic de S. Si 2 et 2' se touchent suivant une ligne, 
il y aura sur S une ligne d'ombilics ou ligne de courbure sphé- 
rique. Ce dernier cas aura lieu lorsque les équations «2 = 0» (3|= o 
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[685], qui déterminent les ombilics, se réduisent à une seule en 
vertu de Féquation de la surface. 

704. Pour chaque ombilic ou pour chaque point d'une ligne de 
courbure sphériquc, nous avons vu que l'équation 

a, m' -h («1 — j3, ) m — l3i — o 

se change en une identité. Pour voir ce que deviennent alors les 
directions des sections principales, cherchons ce que devient, à 
la limite, cette équation pour le point [x -+- dx, y -f- dy^ z -h dz). 
On a, à cause de «a = ûTi — /Bo = jSi = o, 

[a\ i/a, . »i' -h ( </ai — d^^ ) m — d^^ = o» 

et comme, en divisant par rfo:, chacune des quantités — S — ^— — — > 

-—- prend la forme A/n-f-B, il s'ensuit de là que l'on aura, pour 

déterminer m, une équation du troisième degré, qui aura trois ra- 
cines réelles ou une seule. Donc par un ombilic il passera généra- 
lement trois sections principales ou une seule. 

Lorsqu'il y a une ligne ombilicale, on a, pour chaque point de 
cette ligne, «2 = 0? «< — |32 = o, (3< = o. Donc, pour la valeur 

de 3- qui correspond à la tangente à cette ligne, on a aussi doL^ = o, 
dx 

da{ — d^2 = o, d^i = o, et par suite l'équation (a) est vérifiée en 

prenant pour m cette valeur de —• Donc une ligne ombilicale est, 

en chacun de ses points, tangente à une section principale. 

Soit, par exemple, la surface du second degré, considérée au 
no686, 

L'équation aux sections principales 

[Badx^ — Abdr*).rx + [Abx* — Ba^^— [a— b)cA]€lxdj'=io 

donne par différentiation, en remarquant que les termes en d^Xf 
d^j disparaissent en vertu des conditions qui rendent Téquation 
identique, 

[Badf^ — Xbdx^)d[xx) — i[Kbxdx — Baydf)dxdxz=z o, 



SECTIONS PRINCIPALES POUR UN OMBILIC. 285 

OU, en faisant j^= o [686, II], 

xy{Aby^-hBa)=z o, 

c'est-à-dire, en mettant pour A, B leurs valeurs, 

abary[(a- c)/*-h (6 — c)]r=o, 

équation qui n^admet d'autre solution réelle quej^=: o. Donc la 
ligne de courbure unique se confond avec la section principale ; ou 
plutôt l'une des lignes de courbure devient la partie de la section 
principale de la surface comprise entre les deux ombilics O, O' 
situés au-dessus du plan des xy, ou entre les deux ombilics Oj , O', 
situés au-dessous ; tandis que l'autre ligne de courbure se confond 
avec la partie OOi ou O'O', . La première est la limite des lignes 
de courbure qui, dans l'ellipsoïde, se projettent suivant des el- 
lipses ; la seconde est la limite des lignes de l'autre système, à pro- 
jections hyperboliques [708]. 

705. Tliéorème de Dupin. — Reprenons le calcul qui nous a 
donné [678] l'angle de déviation d^ de la normale. Les cosinus — ? 

y-j — se rapportent à la direction qui va du point M {x, j, z) au 
point W{x-\- dx, Y "^ ^> z-^ dz). Le signe de la quantité 



a été déterminé de manière que les cosinus 

X ^ Y Z 

se rapportent à celle des deux directions de la normale qui s'étend 
d'un certain côté de la surface, choisi une fois pour toutes. Dès 
lors les différentielles ^a, ef(3, dy auront des signes déterminés, et 
il en sera de même de l'expression 



cosô = 



d(ùds 



« ? 7 
dtjL dp dy 

dx dy dz 



L'angle 6 sera celui que fait la direction MM' de la tangente à la 
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section normale considérée avec la direction de la tangente con- 
juguée MM", cet angle étant compté positivement dans un sens 
déterminé, par exemple dans le sens correspondant à une rotation 
de la droite vers la gauche d*un observateur ayant la tête placée 
du côté de la surface vers lequel on prolonge la normale. 

Si Ton fait maintenant tourner d^une manière continue le demi- 
diamètre MM' de rindicatrice, dans le sens direct, par exemple, 
en allant de Taxe des a: vers Taxe desj^', le demi-diamètre conjugué 
MM'^ tournera également d'une manière continue, dans le même 
sens MM' ou en sens contraire, selon que l'indicatrice sera elliptique 
ou hyperbolique. De plus, il est aisé de voir, dans les deux cas, que, 
lorsque MM' parcourt successivement les quatre quadrants détermi- 
nés parles axes principaux, l'angle devient alternativement aigu et 
obtus, et change d'espèce en passant d'un quadrant à l'autre. Ainsi ô 
sera droit quand l'angle cj^ de MM' avec l'une des sections principales 

aura pour valeurs o, -» tt, — \ il sera aigu (ou obtus) pour cp com- 

pris dans le premier ou dans le troisième quadrant, obtus (ou aigu) 
pour f compris dans le deuxième ou le quatrième quadrant. 

Lorsque cos9 est positif, la normale M' K' [676] se projette sur 
le plan tangent en av^ant de MM'; lorsque cos0 est négatif, elle se 
projette en arrière de MM' (*). Donc le changement de signe de 



"■^^Is 



a (3 7 
dot, dp dy 
dx dy dz 



indiquera un changement de position relative de la normale M'N' 
par rapport au plan de la section NMM'. 

706. Si l'on rapporte la surface au plan tangent et au plan des 
deux sections principales, pris pour plans coordonnés, l'équation 



(') En effet, MM" est parallèle [675] à rintersection BB' i^fig. 67, n» 676) des 
plans P, P' tangents en M et en M'. Si l'on suppose d'abord le plan P' appliqué sur 
le plan P, puis qu'on ramène P' à sa première position, en le faisant tourner autour 
do BB', la projection d'un point N' de M'N' se déplacera alors suivant M'B', et, par 
conséquent, passera au dedans ou au dehors de l'angle M'AB' ou M' M M', suivant 
que cet angle sera aîgu ou obtus. 
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de rindicatrice sera [673], z étant constant, 

En faisant - = tangf , le coefficient angulaire du diamètre conjugué 

du diamètre MM' qui répond à Tangle (f sera 

dr rx ,, , , r 
taogf z=: -- =r ^^, d ou tang^ tangf) = 5 

tango = tang(/ — (p) _ {Jfi^gMl^L^? , 



COS0 



|(r — /)sin2y 



V^r* cos* ^ H- /* siii* y 
On a d'ailleurs [H79], à cause de /; = r/ = o et de .ç = o, 



Donc 

r — t 

d'h -=COSÔ£/(M :=r </^sin2«. 

2 

Celle formule fait voir que non-seulement d'i^ change de signe, 

comme nous l'avons déjà vu, lorsqu'on fait croître 9 de-> mais 

encore qu'il reprend la même valeur absolue, ds étant supposé le 
même dans les deux cas. Donc, si l'on mène, tout le long d'un 
cercle infiniment petit, de centre M, tracé sur la surface, toutes 
les normales à cette surface, les déviations des normales corres- 
pondantes à deux sections rectangulaires entre elles seront égales 
et de signes contraires. 

707. Cela posé, considérons trois surfaces S|, S2, S3, se cou- 
pant orthogonalement au point O. La normale à chacune d'elles 
sera tangente à l'intersection des deux autres. Soient OT,, OT2, 
OTj les trois tangentes à ces intersections. Prenons sur leurs di- 
rections trois longueurs infiniment petites égales entre elles, 

Au point T2 de l'intersection de S3 et de S|, menons les normales 
T2NJ, T2N'j à ces deux surfaces, et soient («3, ^a, yj), (a'j, P', , 7',) 
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[fig' 70) les cosinus des angles que ces normales font avec les 
axes OTo OT2, OTs- L'angle de T2 N3 avec 0T| est, au signe 
près, le complément de Tangle d^z, que fait la normale TgNs avec 
le plan de la section normale TaOTj faite dans la surface S3. On 
adonc =hd'^j^3 = cos(Na, T| ) = «3. De même, la déviation de la nor- 
male N'j à la surface S| par rapport au plan de la section T4 0T2 
sera ± d^\ = cos (N'j , T3 ) = /j . 

Il s'ensuit de là que les deux cosinus ol^ et y\ seront infiniment 
petits du premier ordre. 11 en sera de même de (33 == cos(N3, T2) 

Fig. 70. 







etde/s; = cos(N;, Ta). Enfin, les angles (N3, T3), (N',, T^ ) étani 
infiniment petits, on a, aux quantités près du second ordre, 



73 



a, ^=- 1 . 



Si Ton suppose maintenant que les surfaces S3 et S^ se coupent 
orthogonalement tout le long de leur intersection OT2, les normales 
T2N3 et Ï2IN', satisferont rigoureusement à la condition de per- 
pendicularité 

qui devient, d'après ce qui précède, en négligeant les infiniment 
petits du second ordre, 

«s -+- y'i — o- 

En supposant que la même orthogonalité ait lieu le long des 
autres intersections OT3, 0T<, on trouvera, en permutant circu- 
lairement les lettres et les indices, les deux autres relations 



p. 



a. 



o» Vî-^ft^^o* 
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Or N', el N| sont deux normales à S|, correspondantes à deux 
sections rectangulaires entre elles. Donc les d^ correspondants 
sont égaux en valeur absolue. De plus, si N'^ est en arrière, par 
exemple, du plan Tt OT2, N| sera en avant du plan T< OT3 ; de 
sorte que les deux angles {N\j T3), (N|, T2) seront tous les deux 
obtus ou tous les deux aigus. Donc les cosinus 7',, ^2 de ces angles 
sont égaux et de même signe. On a donc 

v'i =Pu et de même a ^ = 7,, JS3 — «3. 

En éliminant y'f , a'^» P'3 ^^^^^ ces équations et les précédentes, 
il vient 

«s-^Pi^o, Pi-+-7i==o, 7j-f-a3 = o, 

d'où l'on tire 

aa = |S| =r 7, z-o, et par suite «^ = p, r= y\ =1 o. 

Donc tous les d^ sont nuls; par conséquent, les trois sections Oï|, 
OT2, OT3 sont des sections principales sur les surfaces qu'elles 
rencontrent. 

|0n en conclut immédiatement ce théorème : 

Si trois familles de surfaces se coupent orthogonalenient tout le 
long de leurs intersections mutuelles, ces intersections seront des 
lignes de courbure pour chacune des surfaces, 

708. Exemple, — Soient les trois surfaces homofocales du 
second degré 

,.î vî -î 

(H.) 



'. "« i tT ~ Aï ..ï ^i 2 * ' 



V* b* — v' c* — v'^ 



où l'on suppose A- > c- > |ut- ^ i- ^ v^. Si l'on considère deux de 
ces surfaces, les deux premières par exemple, les cosinus des 
angles que font leurs plans tangents avec les pians coordonnés 
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sont respectivement proportionnels à 



.r 



It _ i,t ' ) « _ ,.. ' 

et à 






^* ^* — b* c* — yi* 

Or, si Ton retranche la première équation de la deuxième, il vient 

et, X étant supposé différent de /z, la quantité entre parenthèses 
devra s'évanouir en chaque point de l'intersection de ces deux sur- 
faces. Mais Téquation obtenue est précisément la condition de 
perpendicularité des deux plans tangents. Donc les deux surfaces 
sont orthogonales tout le long de leur intersection mutuelle. Il en 
est de même de chacune de ces deux surfaces , considérées avec 
la troisième. 

Il en résulte, en vertu du théorème que nous venons de dé- 
montrer, que chacune de ces surfaces trace des lignes de courbure 
sur les deux autres, par rapport à celles-ci et par rapport à elle- 
même. 

Ainsi, pour chaque système de valeurs de [l et de v, les sur- 
faces (H|) et (Ha) tracent sur (E) deux lignes de courbure ortho- 
gonales entre elles. Si Ton fait varier fx, on aura toutes les lignes 
de courbure de Tun des systèmes; si Ton fait varier v, on aura 
toutes celles de l'autre système. 

Il s'ensuit de là que, si l'on donne une surface du second degré 
à centre, un ellipsoïde par exemple, représenté par l'équation 



.r« >* 3« 



où A* ^ B* > C^, on identifiera son équation avec l'équation (E), 
en posant 

et alors les équations des deux systèmes de lignes de courbure de 
l'ellipsoïde s'obtiendront en combinant son équation avec l'une ou 
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Tautre des équations 

'i^ "^ ]J^ A» -+- B« " A*— C«— p« ~ ' ' 



.r' !'• z* 






v« A* — B* — V* A* — C» — v« "" ' 

(/} et V* étant deux constantes arbitraires, telles que Ton ait 

A«~ C« > /.« > A*~ B»> V* > o. 

§ VIT. 

MESUUE DE LA COTJRBURE DES SURFACES. 

709. Nous avons pris pour mesure de la courbure d'une courbe 

plane, le rapport — [552] de Tangle de contingence à l'élément 

d'arc. On peut représenter la valeur de l'angle de contingence par 
la longueur de l'arc intercepté, sur un cercle de rayon = i, par 
deux rayons de ce cercle, menés parallèlement aux normales aux 
deux extrémités de l'arc ds^ dirigées de la concavité vers la con- 
vexité de la courbe. Si l'on établit donc, au moyen de ces nor- 
males, une correspondance entre chaque point de la courbe et les 
points du cercle de rayon = i , on pourra définir la mesure de la 
courbure d'une courbe comme la limite du rapport des deux arcs 
infiniment petits correspondants, pris sur le cercle de rayon = i 
et sur la courbe. 

Si le sens de la concavité de la courbe vient à changer, le sens 
du mouvement du point du cercle correspondant à un point mo- 
bile dans un sens constant sur la courbe changera en même temps, 
et nous avons vu qu'à ce changement de sens correspond un chan- 
gement de signe de l'expression de la courbure. 

710. Considérons maintenant une surface courbe S, et un élé- 
ment superficiel dS entourant un point M de cette surface. Si par 
le centre d'une sphère 2, de rayon =:: i, on mène des rayons pa- 
rallèles aux normales en tous les points de l'élément dSy chaque 
rayon déterminera sur la sphère un point correspondant à un point 
de la surface S, et ces points de la sphère rempliront un élément 
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clli entourant le point /x correspondant à M. L'analogie conduira 
dès lors à choisir pour mesure de la courbure de la surface en M 
la limite du rapport 

On peut prendre pour dS un triangle infinitésimal, ayant pour 
sommets trois points de la surface infiniment voisins M, M', M'"; 
alorstfZsera le triangle déterminé par les trois points correspondants 
rjLy y! y ijl" de la surface sphérique. En effet, on peut décomposer un 
élément d'aire quelconque en éléments triangulaires, et, comme la 
limite du rapport de deux éléments triangulaires correspondants 
de S et de S ne dépend que des coordonnées d\in des sommets M 
sur la surface S, cette limite sera évidemment la même pour le 
rapport des deux sommes de triangles. 

711. Si la surface S est uniconcave au point M, c'est-à-dire si 
ses deux sections principales ont leurs concavités tournées dans 
le même sens, alors les rayons de la sphère, menés dans le même 
sens, à partir du centre, que les normales à S dirigées vers la con- 
vexité de cette surface, détermineront un triangle i^^'yl^ ^ qui aura 
.son plan parallèle à celui du triangle MM'M", et qui, de plus, sera 
tel que les deux contours MM'M'' el^iil^i!' seront parcourus dans 
le même sens. 

Si, au contraire, la surface S est à indicatrice hyperbolique, on 
pourra prendre pour MM' et MM'' deux directions correspondantes 
à des sections ayant leurs concavités de sens contraires. Alors, si 
les normales en M et en M', qui déterminent le côté fA/x' du triangle 
sphérique, sont situées d'un certain côté de la surface S, celles qui 
détermineront Tautre côté yyJ^ devront être Tune le prolongement 
de la précédente normale en M, et Tautre, la normale en M'' située 
du même côté de S que ce prolongement, et Ton voit dès lors que 
les deux triangles M M' M'' et /x/x'/x'' auront leurs sommets disposés 
en sens inverse. On peut le voir plus clairement en supposant 
que MM' et MM" soient les sections principales de la surface, et 
considérant que les points de rencontre des normales en M' et 
en M'' avec la normale en M sont situés de côtés différents de la 
surface. 

Enfin, si la surface S est développable, en prenant toujours pour 
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MM', MM'' deux sections principales, l'une de ces sections MM 
sera la génératrice rectiligne ; les normales en M et en M' seront 
parallèles, et par suite fi' se confondra avec [jl; le triangle fJtp-V'' 
sera donc nul, et par conséquent la mesure de la courbure sera 
égale à zéro. 

Si nous exprimons maintenant, sous forme de déterminants, les 
surfaces des deux triangles dS, (Œ au moyen des coordonnées de 
leurs sommets projetés sur un même plan, les expressions donne- 
ront les deux surfaces avec le même signe ou avec des signes con- 
traires, suivant que les deux triangles auront leurs sommets dispo- 
sés dans le même sens ou en sens contraires. De là il résulte que le 
rapport A de ces expressions sera positif ou négatif, suivant que la 
surface S aura ses deux courbures principales de même sens ou de 
sens contraires. La surface sera dite d'après cela une surface de 
courbure positive ou de courbure négative. Une surface dévelop- 
pable sera une surface de courbure nulle, 

712. On peut facilement trouver, par la Géométrie, une expres- 
sion de la mesure de la courbure. En prenant, comme tout à 
rheure, le triangle MM'M" dont deux côtés sont les sections prin- 
cipales, MM' sera égal au rayon de courbure principal correspon- 
dant R, multiplié par l'angle de contingence, lequel est représenté 
par le côté iifj! du triangle sphérique rfS; donc MM'= K.[JLijf, et 
de même MM''= R'./ji/x'', R' étant l'autre rayon de courbure prin- 
cipal. D'ailleurs il est aisé de voir que le triangle fiu!^" est rectangle 
aussi bien que MM'M''. Donc le rapport des surfaces de ces 
triangles est 

au . au T 

k= ^' ' ^ — 



La mesure de la courbure de la surface est donc égale au produit 
des courbures de ses sections principales, du moins quant à sa 
valeur absolue. 

Donc, si l'on désigne par a, (3, y les cosinus des angles de la 
normale à S avec les axes, ou, ce qui est la même chose, les coor- 
données du point [JL de la sphère S correspondant à M; si l'on 
pose, de plus, comme au n^681, 

(i) da = OL^dx -f- a,c?r, dp =r. p^dx -h Pid/, 

H. — Cours de Calcul in fin,, I. 1 3 
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on aura [681 el 683] 

rt — y* 



(^.) 



X- 



«1 «î 

Pi P. 



(/?*-+-ç«-f-i)* 



713. Établissons maintenant ces résultats analytiquement, en 
même temps que leur indépendance de la forme de Taire dSy et le 
signe de la valeur de h. 

Soient 
[x 4- dx, y H- dy^ z-^ dz) les coordonnées du point M', 

{x -^ Sx , y -{- dy y z -h Sz) celles du point M". 

L'angle du plan tangent en M avec le plan des xy ayant pour 

cosinus y, la projection de Taire du triangle sur ce plan sera ydS. 

On aura donc 

eix dr 



^.ydS = 



Les coordonnées des points fjt', j^x^étant (a-f-É^a,. . .),(a-f-îa,. . .), 

on aura de même, pour le double de la projection du triangle dZ 

sur le plan des xy, 

da dp 



7.'îdl,:= 



90L $p 



On a d'ailleurs, parles équations (i) du numéro précédent, 

^a =r «j <ir -h «2 rf/, dp = Pidx -h Pt^Jf* 

$0L — «1 ^x 4- a, $f, $P = Pi 9x -4- Pi âXf 

d'où Ton tire, par la règle de la multiplication des déterminants 

[149], 



du dp 




«I 


«» 




dx 


'If 


(J« ^P 




|3. 


.3. 


• 


Sx 


»y 



On en conclut l'expression (a), indépendamment de la forme du 
triangle MM'M'^ On voit aisément que le même résultat subsiste 
encore pour une forme quelconque de l'aire infinitésimale ^S. 

On reconnaît, par les formules précédentes,, que le signe de la 
mesure de la courbure k varie avec celui de rt — s^ ou avec celui 
de RR', ce qui confirme ce que nous avons annoncé au n°711. 
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714. Supposons actuellement que les trois coordonnées Xjyy z 
soient exprimées au moyen de deux variables indépendantes quel- 
conques Uy Vy qui pourraient, si Ton voulait, devenir égales kx et 
à y. Indiquons, pour abréger Técriture, par des accents supé^ 
rieurs les dérivées partielles prises par rapport à «, et par des 
accents inférieurs les dérivées partielles prises par rapport à r, de 
sorte que l'on ait 

dx =z x' du -f- x^dv^ djr i=:zy' du -i- y^dv^ dz =i z' du -^ z^dv. 

L'élément d'une courbe tracée sur la surface sera donné par 
l'équation 

= [x'^-hy^'hz*^)du*-h2(x'x,-^yX,'{-zfz,)dudv-h[x^-hy^-hzy) dvK 
En posant 



E- 


:jc't^yi^z'\ 


F- 


:x'j:,-4-r'r/-t-2'2,» 


G=z 


•^,'-^r;-+-2,s • 



la valeur de ds^ prendra la forme 

ds^ — Erftt* -h 2 Ydudp -h G dp*. 

715. Considérons la surface S comme la limite d'un polyèdre 
articulé, dont les faces seraient formées par des triangles infini- 
ment petits tracés sur la surface, et ayant pour côtés les divers élé- 
ments ds. Si l'on déforme le polyèdre, en faisant tourner les divers 
triangles autour de leurs côtés comme charnières, on obtiendra 
pour limite une nouvelle surface, dans laquelle Xy^y z seront 
d'autres fonctions des variables indépendantes a, v, fonctions que 
l'on choisira de manière que les points correspondants des deux 
surfaces se rapportent aux mêmes valeurs de a et de j^. Par exemple, 
si l'on prend, sur un cylindre, pour li et >/ les longueurs comptées 
sur une génératrice et sur un arc d'hélice, coupant cette généra- 
trice sous un angle donné, ces deux longueurs ne varieront pas, 
lorsqu'on déformera le cylindre en l'étendant sur un plan. 

Les triangles élémentaires ayant leurs côtés invariables, il faut 

i3. 
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que la nouvelle expression de ds^, 

soit identique à l'ancienne^ quels que soient du, d\f. Il faut pour 
cela que Ton ait, pour toutes valeurs de u et de i^, 

Donc, si Ton vient à déformer une surface, et que les coordonnées 
rectangulaires x, y, z soient exprimées au moyen des variables 
u, V, dont les valeurs sont attachées aux divers points de la surface 
et restent les mêmes pour chaque point pendant la déformation, 
les trois fonctions E, F, G, qui entrent dans l'expression de l'élé- 
ment linéaire de ^5, ne changeront pas de valeurs par l'effet de 
la déformation. 

Réciproquement, si, pour deux surfaces S, S', dont les coor- 
données sont exprimées au moyen des deux variables indépen- 
dantes w, Vj les fonctions E, F, G de u et de v, qui servent à 
exprimer l'élément linéaire, sont les mêmes pour tout système de 
valeurs de u et de p», les côtés des triangles infinitésimaux qui 
joignent les points correspondants des deux surfaces seront égaux; 
donc ces surfaces sont les limites de deux états d'un même réseau 
polyédrique; elles sont donc déformables l'une dans l'autre, ou, 
comme on dit ordinairement, elles sont applicables l'une sur 
l'autre. 

716. Nous allons maintenant démontrer que la mesure de la 
courbure ne change pas non plus par la déformation de la surface, 
et pour cela il suffira de faire voir que cette quantité peut s'ex- 
primer au moyen des seules fonctions E, F, G et de leurs dérivées 
par rapport aux variables u, v^. 

D'après ce que nous avons vu [643], les cosinus a, |3, y des 
angles de la normale avec les axes sont proportionnels aux quan- 
tités 

X = 



y, h 


» Yrr^ 


z, X, 


-, z = 


x' y 

r, z, 



de sorte qu'en posant 



V»=:X»-hY«-hZ% 
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on aura 



X Y Z 

«=y» ^~V' ^~V' 



et par conséquent 



Jtz=: 



^'y ^'y 



^yy Dy- 



les dérivées D^r, D^ étant prises en faisant varier tout ce qui dé- 
pend de X et dey. 

Si Ton considère maintenant x, y comme fonctions de ix, ^, on 
aura, pour deux fonctions quelconques y (x,j^), y(j^>j^)) 



d'où [313] 





D„/ 


D./ 






x' y 






D„f D,y 




^, y, 




Donc, à eau 


se de 




f 

f 


— 


= z, 





l>x? Dr? 



i 



I 






z 


D»Y 


D.^ 



Or on a, en faisant rfX = HZ du -h IL^di^, elc, 



X X^ _ XV' 

"y y yj * 



D 5 = ?i _ ^' 

»'y y yi 



etc.; 



donc le déterminant précédent devient égal à 



I 
V« 



X' 
Y' 


X, 
Y, 


V 
V» 


X X, 

Y Y, 


-^. 


X X' 

Y Y' 


I 


X 


X X' X, 
Y Y' Y, 


ï 


X X' X, 
Y Y' Y, 


Z 

+ y; 




X 


X' 1 


c, 




Y 


Y' Y, 





X X' X, 

Y Y' Y, 

yi yy/ yy^ 

X X' X, 

^ Y Y' Y, 

Z Z' Z. 
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et enfin on en conclut 



'^ — Y* 



X X' X, 
Y Y' Y, 
Z 7/ Z. 



717. Pour transformer cette expression, dîfierentions les iden- 
tités 

, Xx' -+- Yy-^Zz' — o, Xx,4- Yj, + Zz, r=o. 



En posant, pour abréger, 



D =Xa''4-Yr''4-Zy' = 



D, = Xx, -f-Yj) -hZz, = 



X 

I 

X 

x' 



/ 



D, = Xx„-f-Y/-„-hZ3^ = 



X 

f 

X 



X, 



r 



3 
/ 

z. 



a' 



on aura 



X'x' -4- Y>' -4- ZV = - D, X, X, + Y,r, + Z, «, = - D,. 
X,x' + Y,x' -hZ,z'z= X'x, 4- Y>, + Z'z, = - D,. 

D*après cela, le déterminant qui entre dans la valeur de A^ peut 
s'écrire sous la forme 



» "V' 



Y' 
Y. 



Z' 

Z. 



/_' 



= 3 



Y'j'-f-Z'z 
Y,/-+-Z,z' 

D Di 
Di D, 

D Di 
D, D, 

D Di 



Di D, 



Z' X' 
Z, X, 

D 

D| 

D 

Di 

D 



-+-Z 
Z'z, 

X'x 



X' Y' 
X, Y, 



X,x, 



X'x' Dj 
X,x' D, 

X'x,-f.Y'j,-f-Z'z, 

\^/^-Y;r,-+-z,z, 



D -+-X'x' D, . -•^, 
Di-I-X,x' D,+ X,x, 

X'x' X'x 



Y' Z' 

Y, Z, 
X'x, 



-h... 



J^fJC -^i '^t 



D. 



D, -D, 



-D D, 
-D. D, 



X'x'-+-T'r'-f-Z'»' D, 


Z,y-l-T,/-h-Z,î' D, 




D D, 






D, D, 


• 
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Donc 



)tr= 



DD, — DJ 



(X*-hY«-hZ«)» 



718. Introduisons maintenant les quantités E, F, G. On trouve 
d'abord immédiatement 

X* -+- T« -h Z* = EG - F*. 

Il vient ensuite, en écrivant, pour abréger, Sa:'- au lieu de 
xf^-^y^-h z'^y Zx'x, au lieu de x'x,'{-yy',-\- z'z^y et de même 
pour les autres, 

DD, r= 2ar,j/ 2^^' ^^t'',, 

2ar"x' 2x"x. lx"jr^ 



d;= 



2j7 



2x,.r' I.x^ 2j:,.r 
2.r x' 2x^ X, 2jr^' 



On a d'ailleurs 






-!Î^E, = 2x'x . 
F'=zlx'x] -hlx'^^,, 
F'— -E,=:2.r"x,, 

F^ = 2x|* -H 2^'-r|^ 4- 2x, J 

>^-1e, = 2^'x, + 2^,./^ 



- G'=r 2.r X , 



F,= 2ur,.r -+-2.i:'.r^, 

F,-iG'-2x'x,„ 

-G"=::2x;«-+-2x,x;, 






2iJ: x^y 



F-; - - G"^ l.i/'x^ -t- Ix'x , 



F',-:E,-^G''=:sx"'x„-2x;'. 



En désignant par H la quantité l,x['^ E,^ G", que nous 
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n'aurons pas besoin de déterminer, il viendra 



H. 



En substituant ces valeurs dans les expressions de DD^ et de 
DJ, il vient 



DD,= 



£ 
F 



F 
G 



F,- -G' 

2 ' 



1 E' F' — - E, F' -h H 

1 2 





E 




F 


;■=. 


Dî 


F 




G 


2 




I 

2 


E, 


1g' 

2 


2 '^ 2 



plié par le même facteur 



; donc H disparaît quand on 



Dans les deux déterminants, le terme qui contient H entre multi- 

E F 

F G 

prend la différence des deux déterminants, et Ton pourra, sans 
altérer le résultat, supprimer H, en remplaçant ces déterminants 
par les suivants : 

E F 



A = 



F,— -G' 

' 2 



F G 

2 

-E' F--E, F^ 



^G. 



A.= 



F 



^E, 



iE. 



G ^G' 

2 

-G' -E^4--G" 

2 2 '^ 2 



et Ton a, par conséquent. 



A= -^ 



A — A, 



lEG - F«)= 
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Donc la mesure de la courbure ne dépend que des fonctions E, 
F, G, qui ne changent pas quand on déforme la surface par simple 
flexion, sans extension ni contraction des lignes tracées sur cette 
surface. Donc la mesure de la courbure n'est pas altérée par une 
telle déformation de la surface. 

719. Nous allons maintenant donner une interprétation géomé- 
trique des quantités E, F, G, au moyen desquelles nous avons 
exprimé Télément linéaire et la mesure de la courbure. 

Supposons que Tune des variables u et v, i^ par exemple, reste 
constante, u variant seule. Si Ton élimine u entre les trois équa- 
tions qui donnent x,^, z en ii et ^, il restera deux équations entre 
^yj'y ^ 6^ 1^ constante Uy qui représenteront une courbe, que nous 
désignerons par i^ = {3, ^ étant la valeur constante attribuée à v. 
De même, u = const. =: a sera Téquation d'une autre courbe, 
tracée aussi sur la surface. 

En donnant à v différentes valeurs constantes ^ == i^, </,, f/3, . . . , 
on a une série de courbes, que nous désignerons par [^), (v<), 
{vti)j • - • • De même, en donnant à u les valeurs constantes i/, i/|, 
142, . . . , on aura une série d'autres courbes (u), (ui ), (1x2), . . . . 

Fig. 71. 




Pour une courbe (j^), on a rfv' = o, et par suite l'élément li- 
néaire MMj {Jig> 71) se réduit à 

Pareillement, pour une courbe (u), du = o, et l'élément linéaire 
sur cette courbe se réduit à 
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Soit maintenant MM' la diagonale du parallélogramme infinité- 
simaly compris entre deux lignes (u) infiniment voisines et deux 
lignes (^) infiniment voisines, et soit o) Fangle M1MM2 de ce pa- 
rallélogramme. Nous aurons 

MM'* = MM; + MM|| 4-2MMi.MM,.cos<», 
c'est-à-dire 



ds* = "Edu* -f- 2Fdudv -h Gdv* r^ Edu* -+• Qdv* -h i^EG.iiudvcos«i, 
d'où l'on tire 



cos&> 


F 
V^EG 


» 


sînu = 


V^EG- 


F« 



et, partant, 

smu = -— 

V^EG 

Si l'on désigne par 6 l'angle de ds avec la ligne [w), et que MI 

soit la projection de ds sur cette ligne (v), on aura 

MI :=:ds COS$ = MM, -hMil=-. d^S -¥- df,S COSoi^ 

m 

OU, en mettant pour duS, d^Sj cosgd leurs valeurs, 

Edu -f- ¥dv 
ds cos B z^ ^ 

De même. 



M'I = dly sinÔ =-. MM, sinea = — dv. 

V/E 

720. Si les deux lignes (u) et [s^) se coupent à angles droits, 

l'angle ûi)= -> d'où cosco = o, et par suite F = o. Donc la quan- 

tité F est nulle, toutes les fois que les lignes u = const. et les 
lignes ^ = const. forment deux systèmes de trajectoires orthogo- 
nales. 

Alors les formules précédentes se simplifient, et Ton a 

ds nr iJËdÛ'^ 'f-~Gdti*y 

duS = ds cosO :=z du,\jE^ d^s =n ds sinô r^ dp, ^G. 



COORDONNÉES CURVILIGNES ORTHOGONALES. 

La mesure de la courbure est donnée par Téquation 



ao3 



E«G*.itz= 



E 



o 



--D„G 



2 



-D„E 



E 



o 



-D^E 



G 



io^E -D„G 
2 a 



-D„E 



-D„G 

2 

-DÎG 

2 



-d;e 

2 



c'est-à-dire 



(=») 



<-«•■-- '-[(S)" 



dEdGl 
di' dw J 

dEdG 






-»(^ 



du 



') 



La valeur générale de Télément superficiel MM i M'M2 = dS est 
(4) dS=^ d^^sd^s sinw :=^ du dv ^EG — F*, 

expression qui se réduit, dans le cas de Torthogonalité, à 



(5) 



dS = dudv<ijEQ. 



721 . Les lignes de courbure d'une surface formant deux sys- 
tèmes de lignes orthogonaux entre eux, on pourra prendre ces sys- 
tèmes pour ceux des lignes u =. const., i/=const., et leur appli- 
quer les formules simplifiées du numéro précédent. 

Exemple. — Soit une surface du second degré, un ellipsoïde, 
représenté par Téquation 



(0 



X» 



V— 6 



î + )y 



Nous avons vu [708] que les lignes de courbure de cette sur- 
face sont déterminées par ses intersections avec les deux hyperbo- 
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loïdes homofocaux 



x^ 



(^) 



w u^—b* 






X' 



ù* — v' 



c* — u 



C* — J'* 



i='' 



= I 



de sorte qu*elles peuvent être représentées par les deux systèmes 
d'équations u = const., i/ == const. 

Pour exprimer x, y, z au moyen des variables m, */, il faut ré- 
soudre les équations (i) et (a) par rapport à x^, j^, z^. Or le dé- 
terminant 





I 


I 


V 


>« — 6« 


À* -c« 




I 


1 


tt* 


u* b* 


tt* c* 




1 


I 


r* 


»'* b* 


1^* c* 



= A 



devient, en retranchant la première ligne verticale de chacune des 
deux autres, 



A z=: 



l* —b' X» — c* 



I 



«^ — b^ tt« — c* 

I î 



U^ __ 0* 4,ï _ ^î 






Ai étant précisément le numérateur de la valeur de x^. Donc 



.T^ 



}} M* ♦•* 
b^C^ 



On trouverait de même 



U est aisé de vérifier, au moyen de ces expressions, que l'inter- 
section de deux quelconques de ces surfaces est une ligne de cour- 
bure de chacune d'elles. Considérons, par exemple, l'intersection 
de l'ellipsoïde avec l'hyperboloïde à une nappe u = const. On aura, 
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i^ étant seul variable, 

vdv 



6 V^ — b^.dy = — v^X» — b^ ^u^ — b^ . 



v/c* — b*,dz = — VV — c» V' 



c* — v' . 



v/6« — p« 



Or Téquation aux lignes de courbure de Tellipsoïde est [689] 



dx djr dz 

son premier membre devient, en y substituant les valeurs précé- 
dentes de X, y y Zj dx,- dy, dz, 

-I.[(i.-c«).'-c'{*»-.')-6'{.^-c')]^o. 

Donc M = const. est une ligne de courbure de Tellipsoïde 
>. = const. ; et de même pour les autres intersections. 

Cherchons maintenant la mesure de la courbure de l'ellipsoïde 
en un point quelconque. L'équation aux rayons de courbure prin- 
cipaux [683, (aS)] donne [712], pour l'expression générale de cette 
mesure, 

I 7f — .V* 



Or on a, pour l'ellipsoïde ( i). 



>' 



d'où 



1 


^).«-c'^ 


[/ — 


-"' '? 


h^ ' 


)^«- 


- c« '^ 


I 




-f- 


z 


r_o, 




-4-3.Ç 


>* 


A« C» 


r=» 




1 


-h 


9' 
X» c» 


z 


7«' 


— o, 




>» b* 




zr 


= - 


I 




)-V 






>« c« 


f 




zs 


— . 






î 






)l«— c« 






zt 




I 




s 


C«)J« 



= o, 



X* — c«"" X«— 6« (X»— ^»)««» 
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On en tire, en réduisant au moyen de Téquation (i), 

z^rt — s* ) _ >.' — c» _ 

D'ailleurs, 

$ étant la distance du centre au plan tangent en (x, y^ z). Dodc 
enfin 

* —A— ^* 



On voit par cette formule que la mesure de la courbure est con- 
stante en même temps que la distance S. Elle est donc constante 
le long d'une même polodie ( * ). 

On a maintenant \ y^X*-* — b'^ ^X^ — c^ = d^ y^R, R^, de sorte que 
le volume de l'ellipsoïde peut être exprimé par-Ti^*-" ^R,R2. 



§ VIII. 

APPLICATION DES THÉORIES PRÉCÉDENTES À l'hÉLICB ET AUX SURFACES 

QUI EN DÉRIVENT. 

722. Hélice. — Soient a le rayon du cylindre sur lequel Thé- 
lice est tracée, et 2 Tri le pas de l'hélice. Les équations de la courbe 
pourront se mettre sous la forme 

z . z 

JT =r a ces -t ^ = <2 Sm 7 J 
O 

OU, plus symétriquement, sous la forme 

(i) X =zacostj y zmaûïity z=:bt. 

On en tire d'abord 

(2) jr*-hj*=:fl*, 



(*) Foir les Mémoires de Poinsot Sur la rotation des corps. 



* ^J. 
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puis 

:' 3 ) dj:= — / ^', djr =i xdt^ dz=: bdi, 

d'où Ton conclut 

eùr~~ X 

ce qui exprime que la projection de la tangente sur le plan des xy 
est perpendiculaire au rayon de la base du cylindre. 
En faisant 

:4) a»-+-ô»=c», 

on a (2) 

ds* = {x* -h X» 4- *») dt^ = c*dt^ = Ij dz\ 

d^oii 

dz , b 

ds c 



La tangente à Thélice fait donc un angle constant avec le plan 
des xy, 

723. On a, d'après cela, pour la longueur de l'arc de la courbe, 

^-~.Vo= T (s — 20) = (3 — Zo)séc^, 

étant l'angle constant de la tangente avec l'axe des z. 
Les cosinus des angles de la tangente avec les axes sont 

djT r dy X ilz b 

' ds c ds c ds c 

Les équations de la tangente étant 

6 = =— — -, 

' ' — y X b 

on aura, pour l'équation du plan normal, en effaçant les termes 
qui se détruisent, 

(7) — jÇ-hXïj H-fc(Ç — «) = 0, 



2o8 LIVRE III. — CHAP. II, § VIII. 

et, pour réquation générale du plan tangent [629], 

(8) [^ç_x + f (ç-i)]+x[,-:r-^(i:-3)] = o. 

En écrivant que ce même plan est également tangent au point 
de la courbe infiniment voisin {x -h dx, y -{- dj-, z -^ dz) ^ il 
vient [634] 

- ^ 4- Ç (^ - z) ~ ^ ./3 + :X T- dj- _ ^ (ç - 3) -f- 1 dzl = 0, 



ou, a cause 



V .77 

de dx = — - dz, dy = - dzy 



ou enfin, en supprimant la solution étrangère ^ — s = o, 

X -h > r :== o. 

Eliminant X entre cette équation et Téquation (8), on a, pour 
réquation du plan osculateur, 

(9) - jÇ-f- xiî — y (? - ;;) = o. 

En combinant les équations (7) et (9) du plan normal et du 
plan osculateur, on a les équations de la normale principale 

10) - = -, Ç=:3, 

.r jr 

qui représentent le rayon du cylindre mené par le point {xyy, z). 
Autrement, les formules du n** 657, combinées avec les va- 
leurs (5), donnent 



dx cos)i = dt^ dx cos/x =r — — dt^ dx cosv = o, 

c c 



d'où 



an jr ^ j ^ j 

C0SA = 9 COSiX nr > COSV = 0, v-zz: — > dx ^=^ — dt^ 

a a 1 c . 

ce qui conduit aux équations (lo) de la normale principale. De 
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plus, on a 






fh r* 
^ ck a 



a(»9 



Donc le rayon de courbure de Thélice est constant. 

Le centre de courbure est l'intersection de la normale princi- 
pale (lo) avec le plan normal au point infiniment voisin 

[.r H- flxy X + (if, z -h dz]^ 

ou, si Ton veut, Tintersection du plan osculateur (9) avec deux 
plans normaux infiniment voisins, ou avec leur intersection, qui 
est Taxe de courbure. La différentielle de l'équation (^) est, en 
vertu de (3), 

(12) — .rÇ — J13 — A*==: o. 

En la combinant avec (7), on a les équations de l'axe de courbure 

(i3) ^ ^ ^':_^ir-' 



— j .r «* 



Ces équations, jointes à l'équation (g), donnent les coordonnées 
du centre de courbure. Il revient au même de combiner les équa- 
tions (10) et (12), ce qui donne 

X y x' -t- y^ or 

Les coordonnées du centre de courbure sont donc 

(i4) Ç = cos^ fi=z sin/, Ç = ^/, 

^ ' a a 

et l'on voit par là que le lieu des centres de courbure est une 
hélice de même pas que la proposée, et que l'on obtient en pro- 
longeant chaque normale principale au delà de l'axe, de la quan- 

tué — • 
a 

La distance de deux centres de courbure consécutifs, ou l'élé- 

H. — Cours de Cale, in fin,, II. l4 
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ment d'arc de cette hélice (i4) est donc 

(i5) (hz= -^ dt. 

a 

Pour avoir l'équation de la surface polaire, lieu des axes de 
courbure (i3), on n'aura qu'à éliminer t entre les équations de cet 
axe; ou bien, en désignant par u la valeur commune des trois 
rapports (i3), on aura les coordonnées de cette surface, expri- 
mées (643) au moyen des deux variables indépendantes t, u, 

b^ b* 

[16) ^~ '[jC-^Ujr], r,-z (jr^-ux), l^ = z-hbu. 

or ^ ' ' a* * • 

724. Les cosinus des angles du plan osculateur avec les plans 

coordonnés étant ^5 — j > on en tire, pour l'angrle de 

ac ac c * " 

torsion [660], 

d'où le rayon de torsion 

ds r* 

ce rayon est donc constant, comme le rayon de courbure. 

Le centre de la sphère osculatrice s'obtiendra en combinant les 
équations de trois plans normaux infiniment voisins, savoir les 
équations (7), (12) et 

Ces trois équations donnent pour ^, y;, ^ les valeurs (i4)* Donc le 
centre de la sphère osculatrice coïncide, dans l'hélice, avec le 
centre de courbure. 

Le lieu des centres de la sphère osculatrice est donc identique 
avec le lieu (i4) des centres de courbure. Cela résulte immédia- 
tement de l'équation (5) [663], 



^ = \Ji 



do' 



qui se réduit à R = p, toutes les fois que p est constant ; alors la dis- 
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tance -p du centre de courbure au centre de la sphère osculatrice 
a\j * 

est nulle. 

La tangente au lieu des centres de la sphère osculatrice n'est 
autre chose que l'axe de courbure (i3) de Thélice proposée, comme 
il est aisé de le vérifier. Donc le lieu de ces tangentes, qui coïncide 
avec la surface polaire (16), est le lieu des tangentes à une hé- 
lice (i4) • c'est donc un liélicoïde dé^eloppable. 

72S. Nous aurons les équations générales des développées de 
l'hélice, en combinant les équations (16) de la surface polaire avec 
une des équations [667] 

Ç — X r, — r _ Ç — z 

qui expriment que la tangente à la développée rencontre la courbe 
proposée. En prenant la première de ces équations — - — = ' ^ ? 

et faisant, pour abréger, — = 6, il vient (16) 

di =: 6[[jr 4- ux) dt -{-y du"]^ din = — 6[[x — uy) dt -h x du] , 

d'où 

— (r -4- 6)jr 4- Swr — (i-f-6l_r — ^ux 

(jr 4- ux) dt -^ X du — (x — uy] dt — x du 

__ _(i.4-e)(x«4-r') __ g(x'+7')i/ 
"" [x^ -{-X'^)udt '^ [x^-^y^][dt-hduY 
OU enfin 

u dt dt -h du 

4 i == O. 



I 4- S ^u 

On tire de là 

dt=z — — 9 dou u^— -r- tons- It -{'C), 

«>* . oc- ' 

C étant une constante arbitraire. Cette équation, jointe aux équa- 
tions (16), détermine les développées de l'hélice. 

726. liélicoïde dé^eloppable, — Cette surface est le lieu des 

.4. 
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tangentes à rhélîce, représentée [722] par les équations 



(0 



X = «cos/, Y=zasint, Z=ht, 



Les équations de la tangente seront 



(-) 



r- JÇ _ y — Y __ z — Z 

— Y "" X ~ 6 



Tr-i-Xr 



u. 



a" 



Tirant de là x^y^ z en fonction des variables t et m, et conser- 
vant, pour abréger, X, Y, Z pour représenter les expressions (i), 
on aura les équations 

(3) ^nrX — Y«, j=Y-4-X£/, z — Z-\-hu = h[t-^u], 

qui donneront les coordonnées de Thélicoïde en fonction des deux 
variables indépendantes. 
On tire des équations (3) 

(4) dx:=z—ydt^Yfluy dy = .rdt -{-Xduy dz=z bdt -\- bdu. 

Soit maintenant A ( \ — x)-\- B(yî — j) -h C((' — s) = o l'équa- 
tion d'un plan mené par le point {x^y, z). Pour qu'il passe en un 
point de la surface [x ■+- dx, y H- djj z -\- dz) infiniment voisin 
de {Xjy, z), il faut que l'on ait 

Adx -4- Bdy -h Cdz = o, 
c'est-à-dire (4) 

(- Aj -f- Bj: -h Cb) de 4- (— AY+ BX -+- C^) du = o. 

Pour que cela ait lieu tout autour du point [Xf^, z), on devra 
avoir [643] les conditions 

— A^ -4- Bx -f- C^ = o, — AY -t- BX -i- C6 = o, 



d'où l'on lire 



A:B:c = 



X b 
X b 



b -Y 



— X ^ 
- Y X 



= — bXu'.blLu: — d^u. 



On aura donc, pour l'équation du plan tangent, en remarquant 
que l'on a (2) b{Yx — Xj^) = — a^bu, et a^[z — bu) =a^Z, 

(5) -^YÇ-i-^Xiî — «*{j:-z) = o, 
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ce qui n'est autre chose que l'équation du plan osculateur à Thé- 
lice(.)[723,(9)]. 

Les équations de la normale sont, d'après cela. 



(6) 



bX bX —a' 



bY 


hyi 


a} 


> 
ac 


5 

ac 


> 
ac 



Le coefficient angulaire de la projection de la normale sur le 

plan des xj étant — — » cette projection est perpendiculaire à 

celle du raypn du cylindre qui passe par le point de contact de la 
génératrice sur laquelle est situé le pied de la normale. 
Les cosinus des angles de la normale avec les axes étant 

(7) 

on voit que la normale fait un angle constant avec l'axe des z, 
ainsi qu'avec le plan des xj. 

L'équation (5) ne dépendant pas de u, on voit que le plan tan- 
gent reste le même tant que t reste constant, c'est-à-dire tout le 
long d'une même génératrice. 

727. L'équation des lignes de niveau z == G ou rfz r:= o de- 
vient ici 

(8) r-4-tt = C, ou dt-hdu=o. 

En éliminant une des variables £ ou u entre les équations (3) et 
(8), les équations obtenues représentent une développante du 
cercle de base, comme on aurait pu le voir a priori par des consi- 
dérations géométriques. 

Si a, |3, o sont les cosinus des angles que fait la tangente à la 
ligne de niveau avec les axes, et x, j , z les coordonnées d'un point 
d'une ligne de plus grande pente, la condition de perpendicularité 
des tangentes aux deuxlignes donne a dx -h ^dy = o, équation dif- 
férentielle des lignes de plus grande pente. Ici, en faisant duz=z — dty 
on voit que a et ^ sont proportionnels à — (y — Y)dt, [x — lL)dt, 
c'est-à-dire à — ILudif — Yudt. On a donc, pour l'équation dif- 
férentielle des lignes de plus grande pente, 

— ILudx — Yudy z=: o, 
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ou, en mettant pour dx, dj leurs valeurs (4)> et réduisant, 

d'où Ton tire dt=o, t = const. Donc les lignes de plus grande 
pente sont les génératrices rectilignes de Thélicoïde. 

La solution u = o serait une solution singulière, qui donnerait 
(i), j:r=X,j^ = Y, z==Z; cette solution correspondrait donc à 
rhélice directrice, lieu des intersections successives des lignes de 
plus grande pente. 

É 

728. L'angle de deux, normales infiniment voisines est, d'après 
les valeurs (7), 

(q) ^« =: - - Jdi^FTdY^ = - dt. 

Pour avoir Tintersection de deux plans tangents infiniment voi- 
sins, on joindra à Téquation (5) sa difi'érentielle par rapport aux 
coordonnées de la surface, savoir 

et l'on tire de ces deux équations ' 

Ç — _X _ ^— _Y __ Çj-_Z 
— Y "" ~xr~ ~" b 

"Y a b 

Les cosinus relatifs à la direction de cette droite sont 5 — » -• 

c c c 

Les cosinus relatifs à la direction de l'élément ds sont -r-j -:-j — ? 

as as as 

où l'on a 



r/jrzz ^a*u*dt*-hc*{du 4-rf/)'. 

On a donc, pour l'angle 9 des tangentes conjuguées, dont Tune est 
tangente à ds, 

^ ^Ydx-hXdr-h bdz (Yr-HX:r-hè*)^/-+-(Y*-»-X«-l-6«)//tf 

COS0 = : — ^ = — '- -. 

cas cas 

c'est-à-dire 

c[dt-hdu) ,, , . . audt 

cosBz= -^ ', d'où smô=: — -— . 

ds ds 



— î 
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On en conclut 

, _ . . ahud^ I ahudi^ 

dx ^^ «û> sin = i — î - = — — • 

cas p cds^ 

L'équation aux sections principales ou aux lignes de courbure 
est donnée par la condition cos6 = o, d'où Ton tire dt-h du=z o, 
équation qui coïncide avec celle que nous avons déjà trouvée pour 
les lignes de niveau. Donc les lignes de niveau forment l'un des 
systèmes de ligne de courbure. L'autre système, qui n'est pas 
donné par l'équation cos^ = o, et qui, la surface étant dévelop- 
pable, correspond à une valeur infinie du rayon de courbure, sera 
formé par les trajectoires orthogonales des lignes du premier sys- 
tème, c'est-à-dire par les lignes de plus grande pente, qui sont 
les génératrices rectilignes. 

729. Autrement, si l'on veut appliquer les formules générales 
du n**681, — = - = - = — R, il vient, d'après les valeurs (7), 

acdx acdy dz 

^ bd\ ~ bdyi ~ô" ~~ ' 

d'où l'on tire 

o = cU[[\x 4- ^y)dt -h (X*-+- Y»)rfa] = a}dt{dt 4- du], 

d'où l'on tire les deux solutions 

dx 
dt = o, équation d'une génératrice, d'où R = — = ^o , 

di -r- du = o, ou dz= o, équation d'une ligne de niveau, 

d'où l'on conclut 

Tj __ ^^{t — Y) dt acu 

^ ~ b\dt ~ T' 

valeur du rayon minimum de courbure. 

Les coordonnées du centre de courbure correspondant à ce 
rayon R seront, en vertu des valeurs (7), 

bY b\ à^ c' 

ac ac ac b 

On en conclut Ç*-|- yî*=- a^. Donc la surface lieu des centres de 
courbure principaux est le cylindre sur lequel est tracée l'hélice. 
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730. Hélicoïde gauche. — On appelle ainsi le lieu des nor- 
males principales de rhélice 

(i) X = «cos/, Y =:^ aûnty Z=zbi, 

Les équalions de cette normale principale étant [723, (lo)] 

x y- z — Z 

X "" Y " ~o ~ ~^ "* 

on aura, pour les expressions des coordonnées de la surface au 
moyen des variables indépendantes ty u, 

(2) JrrrrXtf, J=zYu^ Zz=zZ. 

On tire de là 

( 3 ) dx :=: — jrdt -i-X du, d/ = xdt -h Y du, dz --^b dt. 

Si Ton représente par A(^ — x) 4- B(x — j) 4- C(^ — z) = o 
Téquation du plan tangent, on trouvera, par un raisonnement 
semblable à celui du n° 726, 

A:B:C -. — bY:b\: - a* u, 
de sorte que, si Ton fait, pour abréger, 

les cosinus des angles de la normale avec les axes seront 

hY b\ a^u 

731. Pour z == const. ou dz = 0, on a t =const., équation 
d'une génératrice. Donc les lignes de niveau de la surface sont 
les génératrices rectilignes. 

On a, le long d'une génératrice, dont les équations sont les 
équations ( 2) pour t = const., 

dx i-.z \du^ dy ==. Y du, dz 1- o. 

On a donc, pour Téquation des trajectoires orthogonales des 
lignes de niveau, c'est-à-dire pour l'équation différentielle des 
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lignes de plus grande pente, 

d'où du = 0, M = consl. , ce qui répond à une hélice de naême pas 
que rhélice (i), et tracée sur un cylindre de rayon au. 

732. On a, pour l'angle de deux normales infiniment voisines, 



On a d'ailleurs 

( 5 ) ds~ \/ÎJ V/* ^â*di?, 

d'où résulte 

(6) ./..= ^t. 

En combinant l'équation dti plan tangent avec sa différentielle 
par rapport aux coordonnées de la surface, on a, pour les équa- 
tions de l'intersection de deux plans tangents infiniment voisins, 

-^ bdY.^ -h bdX.n —a^dul^ — z) — — a^udz. 

Les cosinus des angles de cette intersection avec les axes sont pro- 
portionnels aux quantités 

— aHlXdu-^Yudt), —a}b[Ydu — lliudt], a}b^dt, 

dont la somme des carrés est a^b^{\]^dt' -\- à^du-) =:a^b^ds''\ 
donc ces cosinus eux-mêmes sont 

Xdii-i-Ytidt Ydu — Xudt bdt 



> 



ds ds ds 

On a, par conséquent, pour l'angle de deux tangentes conju- 
guées, 

— [Hdu -4- Yndt) de — [Y du — Xudt) dy -i- b dtdz 

ces 9 1- — ^ ■ ^^ --' 

ds'- 

_V^di*—a^dtt^ 
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d'où, à cause de la valeur de ds^, 



I H - COS — - — - — ) I — COS B r= — — - 1 



et par suite 



. ^ 7.a\ifitdu 
sm --z ~ — , 

_ _ labdtdu f ^abdtdu 

L'équation différentielle des lignes de courbure, cosô = o, 

donne 

adu 

\la} u^ -f- b* 

d*où Ton tire, pour les rayons de courbure principauiL, les valeurs 

I ^_ dM _^ h 
R '^~ ds ~~\J^' 

733. Autrement, en opérant comme au n** 729, il vient (4) 

R i/x aV df a\] 

__ ^IJ^/Y— Y,a^udu h^V^dK'-y.^d'udu 

/^ c^udu h a^udu abdu 

~ Il W[Xdx — XJ/] " ~ â ïj*.a«a^r ~ "~ Wdi 

i au aU^du abdu 

~~" dz "0" ~ ~ Wdz ~ ~ \}^dt ' 

On lire de là 

abdu bdt jî_ ^*^«* ' /^ 

En faisant sind = o, on a Téquation des lignes asymptotiques 

dtdu . : o, 

d'où Ton voit que les deux systèmes de lignes asymptotiques coïn- 
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cident avec ceux des lignes de niveau et des lignes de plus grande 
pente [731]. 

Le lieu des centres de courbure principaux, ou la surface Z 
[702], est donné (4) par les équations 



iz=: au costzç.V sint, n = au slutziil] cost, ^= btziz jlJu, 

les doubles signes correspondant aux deux nappes de la surface. 
734. Les équations (2) ou 



X — 



donnent 



dx 
Tt 

dx 
dii 



- au costy y x ■ au sinf, z^=z bt 



-7- = — au Sin /, ^ - rrr 

dt 



dz . 



dz 



= a cosf, -r- = « sm/, -- z= o, 

ou ou 



d'où [720], en changeant u en i et j^ en u, 



Ez=aM' 



U« o 



a^ 



o — a^u 



£G 
o 
o 
o 



u», Y — o, G 

U* o 
o a^ 



--a' 



a^u 



o 



a^u o à" 



a^bK 



Donc l'expression de la mesure de la courbure est 

b^ 



k — ^ 



U^ 



ce qui s'accorde avec la valeur de ^^> qui résulte des numéros 
précédents. 



RR' 



§ IX. 



CONTACT DES DIVEKS OBDRES DES LIGNES ET DES SURFACES. 



73o. Contact de deux lignes. — Si l'on projette une droite 
sur trois plans non parallèles deux à deux, deux au moins des 
projections de la droite seront avec celle-ci dans un rapport fini 
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Si Ton coupe deux courbes MM', MM'', issues d'un même point, 
par un plan quelconque, infiniment voisin du point commun M, 
et qui ne soit parallèle à aucune des deux tangentes à ces courbes 
en M, Tordre infinitésimal de chacune de ces trois quantités : Tangle 

M' M'^ M' M" 
M 'MM", ----r» ,. ... > serdidilV ordre de contact des deux courbes 
MM MM 

au point M. Si M'M" est infiniment petit de l'ordre /i 4- i, l'ordre 

de contact des deux courbes sera n. 

Deux au moins des projections de M'M" sur les trois plans coor- 
donnés seront, dans ce cas, des infiniment petits d'ordre /i-f-i. 
Donc, sur deux au moins des trois plans coordonnés, les projec- 
tions des deux courbes auront des contacts d'ordre n. Si les con- 
tacts sont d'ordres différents pour les projections sur deux de ces 
plans, l'ordre le moins élevé sera celui du contact des deux lignes 
dans l'espace. 

Les conditions du contact d'ordre n pour les projections des 
deux courbes sur les plans des xz et des jz sont [567] l'égalité, 
pour ces deux courbes, des valeurs respectives des quantités 

""' dV *••' 'm^' ^'' Tz' •••' 11^' 

pour une même valeur de ^, ce qui fait en tout 2n 4- a conditions. 
Si les équations de l'une des courbes renferment des paramètres 
arbitraires et que l'on détermine ceux-ci de manière que les 
deux courbes aient un contact de l'ordre le plus élevé possible, la 
première courbe sera dite osculatrice à la seconde. L'ordre du 
contact, selon que le nombre m des paramètres sera pair ou im- 

pair, aura pour valeur 1 ou i . Dans ce dernier cas, 

^ r 2 2 

il restera un paramètre arbitraire, que l'on pourra déterminer par 
une condition choisie à volonté. 

736. Exemples. — L Droite osculatrice. — Les équations géné- 
rales d'une droite, étant de la forme 

X zz- AZ -H a. Y— BZ 4- b, 

renferment 4 paramètres arbitraires ; on pourra donc établir, entre 
la droite et une courbe donnée, un contact d'ordre i = i. On 
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aura, pour cela^ à satisfaire aux quatre conditions 

dx dy 

ilz ' dz 

En mettant pour les 4 coefficients A, a, B, h les valeurs ainsi obte- 
nues, on retrouve les équations de la tangente à la courbe [625], 

II. Cercle osculateur, — Les équations d'un cercle peuvent se 
mettre sous la forme 

A(X~«)4-B(Y-6)-hC(Z-7)rrr0, (X-a)«-+-(Y-ê)'-i-(Z-7)*i=p% 

B C 

et contiennent 6 paramètres, t ' t' «? S, 7> p- On pourra donc éta- 

A. A. 

blir, entre le cercle et la courbe, un contact du second ordre. Pour 
déterminer les paramètres, on remplacera, dans chaque équation et 
dans ses deux premières différentielles, X, Y, Z par les coordon- 
nées de la courbe donnée ; on en tirera, pour la première équa- 
tion, 

Kdx -t- Bc?r + Cû?« =1 o, kd^x -I- Bd^y + Cd^z — o, 

d'où 



A:B:Cr= 



dx dz 
d^x à}z 



dz dx 
d^z d}x 



dx dx 
d^x d^x 



ce qui donne, pour les coefficients de direction A, B, G, les va- 
leurs que nous avons trouvées [633] pour ceux du plan osculateur, 
dans lequel doit être contenu le cercle cherché. 

En différentiant la seconde équation une première fois, il vient 

[x — a)d^ "^ [X — ^)dx -¥ [z — y)dzz=iQ^ 



et cette équation, combinée avec celle du plan 

A (x — a) + B(j — 6) -I- C(2— y) 
donne [635] 

an — a X — ^ ^ — 7 



O, 



dv 
ds 



d± 
ds 



dz 
ds 



ce qui montre que le point(a, 6, y) doit être situé sur la nor- 
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maie principale. Une seconde difTérentiation donne 
En ayant égard à cette équation, il vient 



_, _^ _ _ ^ 



^x 


dz 


dz 


« - - 


d-r 


d . 


ds 


ds 


ds 



\/l4)"-^(4)*-(<^)' 

-, dx dz dz 

d^xd —- -h d^rd-- -hfi^zd-r 

as ds ds 

ds^ __ ds 

^ [d'x' -h d^y -f- d^z^ — d^s^) ''^* 



d'où enfin p = - 



III. Hélice osculatrice. — La position de l'axe du cylindre sur 
lequel est tracée Thélice dépend de quatre conditions. Une fois 
l'axe placé, les équations de l'hélice, rapportées à cet axe, pris 
pour axe des z, sont de la forme 

_. Z-h ,Z^h 

X=:acos — i — j y = a8m — = — 9 

b 

et par suite renferment encore trois paramètres. Donc la détermi- 
nation complète de l'hélice dans l'espace dépend de 7 paramètres. 
On peut donc établir, entre l'hélice et la courbe donnée, un con- 
tact d'ordre i = 2, et il reste encore une condition arbi- 

2 

traire, que l'on peut remplir, par exemple, en faisant en sorte que 
l'hélice ait la même seconde courbure que la courbure proposée. 
Or, en appelant p et r les rayons de première et de seconde cour- 
bure de la courbe proposée, et les égalant à ceux de l'hélice [723 
et 724], il vient 

ap =: ^f == a' -4- £»*, 

équations d'où l'on tire 

a : 



f r or 
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Ces valeurs déterminent entièrement la forme de rhélice. Il ne 
reste plus alors qu'à fixer, au moyen des cinq conditions restantes, 
la position de Thélice dans Tespace. 

On pouvait prévoir a priori que Thélice ne peut avoir, en gé- 
néral, avec une courbe donnée, qu'un contact complet du second 
ordre; car, pour l'hélice, dont le rayon de première courbure est 
constant, le centre de la sphère osculatrice coïncide [663 et 724] 
avec le centre de courbure, ce qui n'a pas lieu pour une courbe 
quelconque. Donc les différentielles du troisième ordre, d'où dé- 
pend [661] la position du centre de la sphère osculatrice, ainsi 
que l'angle de torsion, ne peuvent être toutes les mêmes pour l'hé- 
lice et pour la courbe donnée, comme il le faudrait pour un con- 
tact complet du troisième ordre. 

737. Contact d'une ligne et d'une surface, — On considère le 
contact de la ligne avec sa projection sur la surface, faite par des 
parallèles à l'axe des z, menées des divers points de la ligne jus- 
qu'à la rencontre avec la surface, l'axe des z étant supposé non 
parallèle au plan tangent. 

La distance des points de la courbe et de sa projection, qui ré- 
pondent aux mêmes valeurs de x et de j^, est 

Z, — 2, ~ Z — 3 + ^ (rfZ — J3) 4- — [d^Z — d^z] -4- . . , 

les dljj d^Tj, ... relatifs à la courbe étant donnés en fonction de la 
variable indépendante t et de sa différentielle par les équations de 
la courbe, ainsi que les valeurs de Xy y, dx, djy d'^x, d^y, ..., 
communes à la courbe et à sa projection sur la surface. On a en- 
suite, pour les dzj d^z, ... relatifs à la projection, 

dz =2 pdx -\-qdjry 
d^izizpd^x -h qd^y + rdx^ -f- 7.sdxdjr -H tdy^^ etc. 

On aura maintenant : 

1** Pour qu'il y ait un point commun, la condition Z = z; 
1*^ Pour qu'il y ait contact du premier ordre, dZ = dz; 
3^ Pour qu'il y ait contact du second ordre, d^Z =: d^ z ; 

et ainsi de suite. On en tirera les conditions d'osculation d'une 
courbe et d'une surface. 
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738. Exemples. — I. Plan oscillateur à une courbe. — Repré- 
sentons par A j: + Bj -f- G« -f- D = o Téquation de ce plan. Sa 
détermination dépend de trois conditions arbitraires, qui permet- 
tront d'établir entre ce plan et la courbe un contact du second 
ordre. On aura, en différentiant Téquation du plan deux fois, et 
remplaçant partout les coordonnées x, j, z du plan par les coor- 
données X, Y, Z de la courbe, les équations 

AXh-BYh-CZ-4-D~.o, 

Xdyi 4- B^Y -¥■ Cf/Z - - o. 
Arf'X -h B^» Y -+- C^Z — 0, 

qui sont celles qui nous ont déjà servi à déterminer le plan oscula- 
teur [633]. 

II. Sphère osculatrice à une courbe. — En remplaçant, dans 
Téquation de la sphère {x — «)^ -^ (j — A)*-f-(^ — c)*=R2el 
dans ses trois premières différentielles, Xyj^ z parles coordonnées 
de la courbe, il vient 

(X - aY + (Y - i»)* --h (Z - cY — RS 

[lli — a)dyi'¥[Y — b)dY .\.[Z — c](TL — o, 

(X — a)rf«X4-(Y— Z»)^«Y-î-(Z— r).f*Z--- — ^*, 

(X — «)^/»X -H ( Y - ^'j^'Y H- ;z — c)^»Z — - 3rfS^/«S, 

et l'on retrouve ainsi les équations déjà obtenus au n® 743, pour 
déterminer les 4 paramètres «, i, c, R, que renferme Téquation 
de la sphère. 

III. Cercle osculateur à une surface. — Les équations d'un 
cercle dans l'espace renferment 6 paramètres [736, IIJ. En difle- 
rentiant les deux équations du cercle chacune n fois, et remplaçant 
partout les coordonnées du cercle par celles de la surface, on ob- 
tiendra 2/2+ 2 conditions. Les indéterminées de la question seront, 
outre les 6 paramètres, les n dérivées 

dr d\r d^r 

cLjc dx^ dx^ 

ce qui fait un total de 6h- n indéterminées. Pour que le nombre 
des conditions soit égal à celui des inconnues, il faut que l'on ait 
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2n+a=6 + /i, d'où w = 4- Oi^ pourra donc trouver, en chaque 
point de la surface, une section ayant avec un cercle un contact 
du quatrième ordre. 

739. Contact de deux surfaces. — En désignant par Z et z les 
ordonnées de deux surfaces, on aura, comme précédemment, pour 
la distance des points de ces surfaces qui répondent à x-^-dxj 
j-hdjTy 

r f 

Zi — Zi--=Z — z-f- - [dZ — ciz)-\ [d^Z — dH) H • 

Ces deux surfaces auront un point commun, si Ton pose la con- 
dition 7j = z. Elles auront un contact du premier ordre si l'on a 
rfZ = dz, c'est-à-dire 

(V - p)dx: -h [Q — q) djr = o. 

Pour que ce contact du premier ordre soit complet, il faut qu'il 
ait lieu dans toutes les directions à partir du point commun, c'est- 

dy . . , ' 

à-dire, quel que soit le rapport -j-> ce qui exige que l'on ait les 

deux conditions 



Pour que le contact soit du deuxième ordre dans toutes les di- 

dr 

dx 



dy 
rec tiens, il faut que l'on ait rf^Z == d^z, quel que soit -j-j ce qui 



donne les trois conditions 

Et ainsi de suite. En général, pour qu'il y ait un contact complet 
de l'ordre «, il faut poser 

o . [n-h i){n -^9.) 

1 
conditions. 

740. Exemples. — I. Plan osculateur à une surface. — L'é- 
quation du plan étant Z = aX -H i Y -j- c, on a 

Les conditions d'un contact du premier ordre avec une surface 

H. — Cours de Cale, infini t., H. J 5 
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donnée sont (Tonc 

et Ton retrouve ainsi Téquation du plan tangent [637], 

II. Sphère osculatrice à une surface. — L'équation de la sphère 
ne contenant que 4 paramètres, on ne peut établir qu'un contact 
complet du premier ordre, au moyen de trois conditions, et il reste 
encore une condition arbitraire. En cherchant les points pour 
lesquels on peut établir entre la sphère et la surface un contact com- 
plet du second ordre, on trouverait les ombilics [683]. 

III. ParabolQïde osculateur, — L'équation d'un paraboloïde, 

z = a 4- bx -\- cy '^ da:^ -y- exy -h fy^^ 

renfermant six. paramètres, on pourra déterminer ceux-ci de ma- 
nière que le paraboloïde ait avec la surface un contact complet du 
second ordre [671], 
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CHAPITRE III. 

APPUCATIONS DE L INTÉGRATION 
AU CALCUL DES AIRES, DES VOLUMES, DES CENTRES DE GRAVITÉ, 

DES MOMENTS D'INERTIE , ETC. 



§ I- 

QUADRATURE ET RECTIFICATION DES COURBES PLANES. 

741. Nous avons défini [233] ce qu'il faut entendre par deux 
lires équivalentes. Le problème de la quadrature d'une aire plane, 
ermînée par un contour curviligne, consiste à trouver une figure 
tectilîgne équivalente à l'aire donnée, cette figure rectiligne pou- 
vant aisément être transformée en un carré équivalent. 

Ce problème général peut toujours se ramener à celui de la 
quadrature d'une aire limitée d'une part par une courbe donnée, 
d'autre part par des droites convenablement choisies, qui sont, dans 
le cas des coordonnées rectilignes, l'axe des x et les deux ordon- 
nées extrêmes ; dans le cas des coordonnées polaires, deux rayons 
vecteurs donnés. 

Si l'on demande, par exemple, l'aire d'une courbe fermée, rap- 





Fig. 72. 






B 
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C 


A 


i) 





F 



portée à des coordonp*^<îs rectilignes, on mènera à cette courbe 

i5. 
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deux tangentes AE, CF {fig- 72), parallèles à Taxe àesy, el Ton 
cherchera la différence entre les deux aires EABCF, EADCF, com- 
prises entre ces tangentes, Taxe des x, et chacune des deux por- 
tions dans lesquelles les points de contact divisent la courbe. 

Si Ton considère Taire comprise à Tintérieur d^un quadrilatère 
curviligne, tel que AJBCD [fig* 73), formé par les quatre courbes 




A' B' 



AB, BC, CD, DA, on mènera les ordonnées des sommets, qui dé- 
composeront cette aire en ABB' A -|- BCC'B'— ADiyA'— DCC'D', 
et l'on évaluera séparément chacune des parties. 

On verra de même aisément comment il faudra opérer dans loul 
autre cas particulier. 

742. Nous avons vu [235 et suiv.] que, si l'on suppose les 
coordonnées rectangulaires, l'aire comprise entre la courbe, l'axe 
des X et les deux ordonnées extrêmes- est la limite commune des 
sommes des parallélogrammes, intérieurs ou extérieurs, ayant pour 
bases les divisions infiniment petites de l'abscisse, et pour hauteurs 
les ordonnées correspondantes. On a donc, pour l'élément d'aire, 



itf. =jrdxj d*où ). 



=1 



jrdx. 



Si, au lieu d'être rectangulaires, les axes coordonnés faisaient 
entre eux un angle quelconque 9, l'élément d'aire serait un paral- 
lélogramme ayant pour base dx et pour hauteur j^sin S, et l'on 
aurait 
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Si l'on considère l'aire comprise entre deux courbe s j^=y*(x), 
Y= F(j:), et les deux ordonnées correspondantes aux abscisses 
Toy X, on aura, dans le cas des coordonnées rectangulaires, 

Si les coordonnées étaient obliques, on multiplierait le résultat 
par le sinus de l'angle qu'elles font entre elles. 

743. Si la courbe est rapportée à des coordonnées polaires, on 
emploiera un autre mode de décomposition de l'aire. On la parta- 
gera en secteurs infinitésimaux, compris entre la courbe et deux 
rayons vecteurs infiniment voisins. Or si, de l'origine comme 
centre {fig' 74 )> s^vec chacun des deux rayons vecteurs comme 

Fiç. 7,5. 




o 



rayon, on décrit des arcs de cercles MN', M'N, le secteur de la courbe 
OMM' se trouvera compris entre les deux secteurs circulaires OMN', 
ONM', qui ont même angle et des rayons infiniment peu différents, 
et qui par suite diffèrent entre eux infiniment peu. Donc on peut 
[195] remplacer le secteur OMM' par le secteur circulaire OMN', 

qui a pour mesure - OM X arcMN'= - r^dp. Telle est donc la 

valeur de l'élément d'aire, et par suite l'aire totale, comprise entre 
les rayons vecteurs qui font avec l'axe des x les angles p^ et P, 
aura pour valeur 

L*aire comprise entre les deux mêmes rayons vecteurs et les 
deux courbes qui ont pour équations r=/(p), R=F(y:?), est 
égale à 
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Pour avoir Taire totale d'une courbe fermée, si l'origine des coor- 
données est intérieure à la courbe, on prendra, pour limite de 
rintégration par rapport à p, les valeurs o et 2ir, ou plus généra- 
lement /?o et ^oH- 211. Si l'origine est extérieure à la courbe, on 
mènera par cette origine les deux tangentes extrêmes à la courbe, 
correspondantes aux valeurs minimum et maximum de l'angle p, et 

déterminées généralement par la condition -^ =o, ou tangd =o. 

Si l'on désigne par p^ et P ces valeurs, et que /• et R représentent 
les rajons vecteurs des deux branches de courbe dans lesquelles 
les points de contact partagent le contour, on aura, comme ci- 
dessus, 

744. Exemples, — I. Soit la courbe représentée par l'équation 

On arf}v=: ax"^dx, d'où, en intégrant entre les limites Xo, X, et 
désignant par j ©y Y les ordonnées correspondantes à ces abscisses, 

1= -^ (x--»-<^'; -^-L- (xy -.roro). 

m -H i /// -h I ^ 

Pour m positif,^ s'évanouit avec x, et, en faisant Xq ~— o, la formule 
se réduit à XY. Donc l'aire de la courbe est dans un rapport 

constant avec le rectangle construit sur les deux coordonnées X, 
Y du point extrême. Dans la parabole ordinaire, m est égal à a ou 

à -î suivant que la courbe tourne sa convexité ou sa concavité 

vers Taxe des x. Alors l'aire comprise entre la courbe et l'axe des x 

est - ou - du rectangle des coordonnées de l'extrémité. 

Si m est négatif et = — /i, alors 






Pour /2 < !> et jTo == o, on a, en supposant Xq =• o, 

I — n I — n 
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valeur de l'aire asymplotique comprise entre la courbe et l'axe 
des j^. Pour 71 > i , on a, pour X = 00 , 



^ = 7r~î = ' 



valeur de l'aire asymplotique comprise entre la courbe et l'axe des j:. 
On voit que l'une des deux aires asyraptotiques est finie, l'autre in- 
finie, quel que soit n différent de l'unité. On passerait d'ailleurs du 
cas de n<^i au cas de n^ i, en échangeant entre eux les axes 
des X et des y. 

Pour 71 = I , on est dans le cas de l'hyperbole ordinaire, et, en 
supposant l'angle Q des asymptotes quelconque, on a 

X 

\ = a sinO , log — 9 

valeur infinie aussi bien pour 0:0 = que pour X = 00 . Donc les 
deux aires asymptotiques de l'hyperbole ordinaire sont infinies. Si 
l'on suppose « = i , 0:0 = i , on voit que l'aire hyperbolique re- 
présente le logarithme de l'abscisse X dans le système dont le mo- 
dule est égal à sind. 

II. Soit la cycloïde allongée ou raccourcie, représentée par les 

équations 

x = a[nt — sin/), j;=a(i — cos^). 

On a 

dxz=zadt[n-' cos/), 

d*OÙ 

fjrdx^= a*f[i — cosr) [n — cost)dt 

=:«• f /H- - U— (I-h/l)sin/-^-^sin2r -hC 

La constante est nulle, si l'on compte Taire à partir de t = o, qui 
répond à x = j^* = o. 

Dans le cas de la cycloïde ordinaire, tz == i , et cette expression 
se réduit à 



-a(3x— jsin/) zzz-axzp-jr^iax — 7-*, 
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le radical devant être pris avec le signe — ou le signe -f-, suivant 
que sint est positif ou négatif. Pour f = 2Tr, on a X = 3ira*=.- le 
triple de l'aire du cercle générateur. 

Dans le cas de la cycloïde raccourcie, /i<^ i . Depuis t = o jus- 
qu'à la valeur qui donne cost = n, dx est négatif, et la formule 
donne Taire comprise entre Taxe des x et la branche de courbe 
inférieure, cette aire étant prise négativement. Depuis cette valeur 
de t jusqu'à celle qui répond à or = o, on a dx positif, et l'inté- 
grale exprime l'aire comprise entre l'axe des x et la branche supé- 
rieure de la courbe, cette aire étant prise positivement. Donc l'in- 
tégrale, prise de t = o jusqu'à la plus petite racine positive de 
l'équation nt — sini = o, représente l'aire comprise enlre les deux 
branches de la courbe. En faisant / = 2ff, on verra de même que 
l'expression [in-^- i)Tzà^ représente l'aire comprise entre l'axe 
des X et le premier arceau de la courbe, dans la concavité de cet 
arceau. 

III. Le folium de Descartes x^ — 'iaxy ■+-j^ = o peut être re- 
présenté, en faisant y= ix, par les deux équations 



^at 3at 



% 



— — « 



"^ i-t-/^' •^— i-f-r» 



On tire de là, en intégrant par parties. 

En raisonnant comme nous venons de le faire pour le cas de la cy- 

cloïde raccourcie, on voit aisément que l'on obtiendra l'aire de la 

partie fermée de la courbe, en prenant l'intégrale depuis t = x> 

3i,t 
jusqu'à i = o, ce qui donne pour la valeur de cette aire. 

On parviendra au même résultat en rapportant la courbe à des 
coordonnées polaires, ce qui donne 

3 a cos/7 sin^ 
ces'/? -h siirp 
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d'où 

2J 2 J (i-f- tang*/?)* a i-h tang'/? 

En intégrant entre les limites /> = o et p=: - ? on a X = - a^. 
IV. Dans la spirale d'Archimède, r = ap, on a 

En faisant po =o, P = 37:, on a, pour Taire de la première circon- 
volution, 

c'est le tiers de l'aire du cercle de rayon ^iza. Pour avoir l'aire 
entourée par la seconde spire, on fera p© = ^tt, P= 47r, d'où 

En général, l'aire terminée par la /z**"* spire et par une portion de 
l'axe des x a pour expression 



a« 



= I 7r»û« [/l»- (/i — i)»]= I 7r»fl« (3/1»— 3/1 -h l). 

L'aire comprise entre la /i**"* spire et la (/z — jy*»» est 

^n-^A-l^^^^'L/ï'- :2(/l~l)»4-[/l-2)»]r=:87r»a«(/I— l). 

On trouve ainsi Xj — X, = Sîr'a^. 

745. -^/re comprise entre une courbe et sa développée. — En 
considérant l'aire comprise entre la développée et deux rayons de 
courbure infiniment voisins, ou voit aisément que cette aire a pour 

expression rA= -p^éfr. La somme de ces aires élémentaires ou 

l'aire comprise entre la courbe, la développée et les deux rayons 
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de courbure extrêmes sera donc 

Exemple, — Pour la cycloïde ordinaire, on a 



I 



û = 4^sin-r, rfj r:= 2a<f^sin - r 

d'où 

\—-- f^ds- z f^à^[\ — co^t]dt^izià^[t — sinf) =: 7,ax, 

746. Rectification des courbes. — Nous avons déjà vu [540] des 
exemples de rectification des courbes planes. Traitons encore ici 
quelques cas. 

I. Considérons Tellipse, représentée par les équations 

xz=za cosf, j = ^ sîn /. 

On en tire, en posant a- — b' = a^e^, 

ds^ =r <!«<//*( I — e* cos'<). 



En posant donc ç = 1, on a, pour Tare compté à partir du 

sommet du petit axe, 

/•f 

s :=: a I dtf^i — e' sin' y. 

Jo 

L'arc est donc exprimé par une intégrale elliptique de seconde 
espèce [455]. 

Théorème de Fagnano. — Si Ton désigne, comme au n® 519, 
par g la perpendiculaire abaissée de Torigine des coordonnées sur 
la tangente, et par h la projection du rayon vecteur sur la tangente, 
comptée positivement ou négativement suivant que l'angle est 
aigu ou obtus, on a 

^=:rsin9, ^=rcos9, 

d'où 

dh=-' gd9 -h cos$ dr. 
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On a maintenant 



Donc 



dr rdp 

{Ir=zd6-\- dp, cosB =: -,- y sinQ = —^ 
* ds ds 



r*dp'-\'dr* 

dh -h g dr - = ffdp -+- cosQdr =: — ^-— = ds^ 

*^ ^ ds 



formule qu'il est facile de démontrer géométriquement. 

Si Ton désigne par u Tangle de la perpendiculaire g avec Taxe 
des X, on a 



— j 
1 



d'où Ton tire 



(0 

(2) 



ds =idh -\- gd\j^ 
^ = xcosv -h jsinu, h z=i — or sinv -h^cosu. 



Si nous considérons maintenant Tellipse, la relation 

dx cosu -h djr sinv = o 

donne, en mettant pour dx^ dj les valeurs — a sintdty b costdt, 



CCS 



6 ces 



V sinu /co8*u sin*'. 

5^ asmt y 6* a* 



M ^i — e* sin'u 



d'où l'on tire 



a cosv 



X ::=: 



^ i — e* siii*u 



' J — 



— sinw 
a 



gzzsza sj\ — c* sin*u , // =^ 



Fig. 75, 



^1 — é^ sin* u 
aé^ sinu cosu 



^i — e* sin*u 




L'équation (i) doni^e donc, pour l'arc AM {fig> 75), compté à 
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partir du sommet A, qui correspond à t = o, v =^ o et /i s?, o. 



z=: k-^- a j d^jsj i — e* sin'u. 



En appelant 5^ Tare compté à partir du sommet B, on a, diaprés 
ce que nous avons vu, 



;' =z: a I df^i — r;* sin*y< 



Si donc on prend (f = j, on aura s= s^-]- hy c'est-à-dire 

AM — BM' — MT. 

On a donc ainsi deux arcs d'ellipse, dont la différence est égale à 
une ligne droite facile à construire. Il vient, à cause de (j> = u, 

e'^ a cosi» , r* , 

— n ::==. — — • a siny = — • xx , 

" ^1 — t' * siii" u ^ 

x et a/ étant les abscisses OP, OP' des points M et M'. 

II. Soit la cycloïde allongée ou raccourcie [744, II]. On a 

{Lc=z adt[n — cost), djr=z adt sini, 
d'où l'on tire 



ds-- a(i-{- n] dli/ i -— — sin* - t. 

On voit par là que la rectification de cette courbe se ramène à 
celle d'une ellipse dont le demi-grand axe serait 2a(i -!-«), et 

l'excentricité ? - 1 étant le complément de Tanomalie ex- 

I -h « 2 ^ 

centrique. 
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§ n. 

GUBÀTURE ET COMPLÂNATION DES SURFACES CYLINDRIQUES 
ET CO»IQ.UES ET DES SURFACES DE RÉVOLUTION. 

747. Surfaces cylindriques. — Une surface cylindrique est 
engendrée par une droite mobile [génératrice) <, qui se déplace pa- 
rallèlement à elle-même, en s^appuyant sur une courbe fixe [direc- 
trice). 

Toute courbe tracée sur la surface peut être prise comme direc- 
trice. 

Toutes les sections faites dans la surface par des plans parallèles 
sont égales entre elles. On appelle section droite celle qui est faite 
par un plan perpendiculaire aux génératrices. 

Un plan tangent à la surface est la limite d^un plan passant par 
deux génératrices infiniment voisines. Ce plan est tangent tout le 
long de la génératrice qu'il contient. 

Le cylindre qui a pour directrice un polygone inscrit ou cir- 
conscrit à la directrice d'un cylindre donné est un prisme inscrit 
ou circonscrit au cylindre donné. 

Si Ton considère le volume compris entre une surface cylin- 
drique et deux sections parallèles entre elles, de même que Taire 
de la section est la limite de celle d'un polygone inscrit ou circon- 
scrit, de même le volume du cylindre est la limite d'un prisme in- 
scrit ou circonscrit à ce cylindre. 

Le volume d'un prisme est égal au produit de sa base par sa 
hauteur, ou encore au produit de sa section droite par son arête. 
On en conclut que le volume du cylindre a aussi pour expression 
le produit de sa base par sa hauteur, ou le produit de sa section 
droite par son arête. 

748. Considérons une portion de surface cylindrique comprise, 
d'une part, entre deux génératrices données, et, d'autre part, 
entre deux plans parallèles. Si l'on considère les prismes infinité- 
simaux inscrits ou circonscrits à cette portion de surface cylin- 
drique, ils auront pour arête commune l'arête du cylindre, et pour 
sections droites des polygones infinitésimaux inscrits ou circon- 
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scrits à la section droite du cylindre. La surface d'un quelconque 
de ces prismes est égale à son arête multipliée par le périmètre de 
sa section droite. Or les périmètres de toutes ces sections droites 
ont pour limite commune le périmètre de la section droite du 
cylindre. Donc les surfaces de tous les prismes infinitésimaux 
inscrits et circonscrits tendent vers une limite commune, qui est 
dite l'aire de la portion de surface cylindrique, et qui a pour ex- 
pression le produit de l'arête du cylindre par le périmètre de sa 
section droite. Ainsi, en appelant/ la longueur de l'arête, ds l'élé- 
ment d'arc de la section droite, l'aire de la surface cylindrique sera 
exprimée par l'intégrale Ifds, 

Plus généralement, si la portion de surface cylindrique est ter- 
minée par deux courbes quelconques, au lieu de deux sections pa- 
rallèles, la longueur / de l'arête sera variable, et dépendra du point 
de rencontre de la génératrice avec la section droite. Elle pourra 
donc être considérée comme une fonction de l'arc s de la section 
droite, et l'aire cylindrique sera la limite de la somme de parallé- 
logrammes infinitésimaux ayant pour hauteur </5 et pour base /. On 
aura donc, pour expression de l'aire, J Ids, 

Par exemple, l'aire comprise entre la section droite et l'hélice 
déterminée par Téquation 1=. as '\-b a pour valeur 

1 [as -î- h] ds :^ [s ^ s^] ia ' "^ ' " -\~ by 

749. On aurait pu tirer immédiatement toutes ces conséquences 
de la considération du développement d'une surface cylindrique 
sur un plan, et des résultats démontrés pour les figures planes. 
Supposons que l'on développe sur un plan la surface prismatique 
infinitésimale, dont la surface cylindrique est la limite. Chaque 
figure tracée sur le cylindre pouvant être regardée comme la limite 
d'une certaine figure tracée sur la surface prismatique, la limite 
vers laquelle tend le développement de celle-ci sera dite le déve- 
loppement de la figure cylindrique. Ainsi la limite d'une portion 
du périmètre de la section droite du prisme étant la portion cor- 
respondante de l'arc de la section droite du cylindre, la limite de 
la droite suivant laquelle se développera le périmètre de la section 
droite du prisme sera une droite, de même longueur que la section 
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droite du cylindre, et qui sera le développement de cette section 
droite. 

On voit aisément que, si une figure est donnée sur la surface 
cylindrique par la relation entre Tare s et la portion de géné- 
ratrice l comprise entre la courbe et la section droite, cette équa- 
tion représentera encore le développement de la figure sur un 
plan, lorsqu'on y considérera s et l comme des coordonnées rec- 
tangulaires. On voit de cette manière que le développement 
d'une hélice est une ligne droite, d'où il résulte que l'hélice est 
la ligne la plus courte entre deux de ses points sur la surface du 
cylindre. 

750. Surfaces coniques. — Un cône est une surface engendrée 
par le mouvement d'une droite (génératrice) mobile autour d'un 
point fixe [sommet), et s'appuyant constamment sur une ligne 
fixe [directrice). Lorsque la directrice est une courbe plane, on 
lui donne le nom de base du cône. 

Le plan tangent à un cône est la limite d'un plan passant par 
deux génératrices infiniment voisines. 

Si l'on prend pour directrice, au lieu de la courbe directrice d'un 
cône, un polygone infinitésimal inscrit ou circonscrit à cette 
courbe, on obtiendra une surface pyramidale infinitésimale, in- 
scrite ou circonscrite à la surface conique. Les sections faites dans 
cette surface pyramidale par des plans parallèles étant des poly- 
gones semblables, on en conclut que les sections du cône, faites 
par des plans parallèles, sont des courbes semblables. 

Si l'on considère le volume compris entre la surface conique et 
une section plane, prise pour base, ce volume sera la limite com- 
mune des volumes des pyramides de même sommet, ayant pour 
bases des polygones infinitésimaux inscrits ou circonscrits à la 
base du cône. Donc le volume du cône est égal au tiers du produit 
de sa base multipliée par sa hauteur. 

C'est ce que Ton peut voir directement, en décomposant le cône 
en tranches infiniment minces par des plans parallèles à la base, 
et remarquant que chaque tranche difl^ère infiniment peu d'un cy- 
lindre de même hauteur et ayant pour base une des bases de la 
tranche. Or, si h est la hauteur du cône et b sa base, l'aire de la 
section faite parallèlement à la base par un plan situé à la distance z 
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du sommet sera 71 ^- Donc le volume de la tranche sera 77 bdz, el 
par suite le volume du cône entier sera 



X 



* 5* I 



On trouverait, pour le volume d'un cône tronqué, 

h-zf. h^ A« \ 



3 
ce qui conduit à l'expression connue en Géométrie élémentaire. 

751. Considérons maintenant la portion de surface conique 
comprise entre deux génératrices données et une courbe tracée 
sur la surface; inscrivons et circonscrivons à cette surface des py- 
ramides infinitésimales, ayant pour bases des polygones infinitési- 
maux, inscrits ou circonscrits à la courbe donnée. Si SAB est une 
des faces de la pyramide inscrite, par exemple, son plan fera des 
angles infiniment petits avec les plans des faces des pyramides, 
tant inscrites que circonscrites, que Ton obtiendra en subdivisant 
l'arc AB. Donc les surfaces de ces portions de pyramides différe- 
ront infiniment peu (c'est-à-dire d'infiniment petits du troisième 
ordre) de leurs projections sur le plan SAB. Or la différence entre 
une de ces projections et le triangle SAB est la projection d'une 
portion de polygone infinitésimal dont les côtés font des angles 
infiniment petits avec AB, et il est aisé de voir que cette projec- 
tion est encore infiniment petite du troisième ordre. On en conclut 
que les éléments superficiels correspondants, dans toutes les pyra- 
mides infinitésimales, diffèrent entre eux infiniment peu, et par 
suite les sommes de ces éléments tendent vers la même limite. 
Cette limite commune des portions de surfaces pyramidales in- 
scrites et circonscrites s'appelle Vaire de la surface conique. 

Si l'on désigne par r l'un des côtés finis d'une face infinitési- 
male d'une pyramide inscrite ou circonscrite, et par dp l'angle 
infiniment petit au sommet du triangle, l'aire du triangle sera 
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- r^dp. Donc l'aire de la portion de surface conique sera - fr^dp. 

C'est ce que Ton conclurait aussi, en considérant, comme on 
l'a fait au n° 749 pour le cylindre, le développement de la surface 
conique sur un plan. La portion considérée aura pour développe- 
ment un secteur terminé par une courbe dont /* et p seront les 
coordonnées polaires. 

752. On peut encore exprimer autrement l'aire d'une surface 
conique. Si l'on appelle g la perpendiculaire abaissée du sommet 
du cône sur la base de chaque triangle infinitésimal, c'est-à-dire 
sur la tangente en chaque point de la courbe de base du cône, 

l'aire de ce triangle sera - g ds. Donc l'aire du cône sera exprimée 

par l'intégrale - fgds. Cette formule subsiste, quelle que soit la 
nature de la courbe de base, plane ou non plane. 

Exemple, — Calculer la surface d'un cône oblique à base cir- 
culaire. 

Soient h la perpendiculaire abaissée du sommet sur le plan de 
la base, b la distance du pied de cette perpendiculaire au centre du 
cercle A (Jig. 76), a le rayon AC du cercle, l l'angle que fait la 

Fig. 7(i. 




ligne OA avec le rayon AC, g la pei*pendiculaire SB abaissée du 
sommet du cône sur la tangente au cercle en C. On a 

OB =:BD -h DO = a -h b cosr, 
d'où 



SB = g:= \l/i^-h (a 4- bcosij-: 
IJ. — Cours de Cale, in fini t., II. lO 
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d'ailleurs ds = adt. Donc Taire du cône est donnée par Tintégrale 

- aftlt ^A*-f- (a -f- b cost)*, 

qui se ramène aux intégrales elliptiques. 

Si le cône est de révolution, b=Of g = Tarète ^h^-hn'^y et l'in- 
tégrale, prise de o à 27r, donne, pour la surface cherchée, T^ag. 

L'aire d'un tronc de cône de révolution, comprise entre les 
plans menés aux distances h et nh du sommet, sera la différence 
des deux surfaces itag et n.na.ng, savoir 

n(ag ^ na.ng) = ir[i — n) g(a -{- na] =z [i-.n)g ^ , 

ce qui donne l'expression connue dans les éléments de Géométrie. 
Si donc une droite, de longueur 5, et dont les extrémités ont 
pour ordonnées j'oj^a, tourne autour de l'axe des x. Taire du tronc 
de cône qu'elle décrit aura pour expression 

2xr s. 

753. Surfaces de résolution. — Si nous supposons une courbe 
qjuelconque tournant autour d'un axe fixe, la surface engendrée 
sera dite une surface de révolution. La droite fixe est Vaxe de 
révolution; les sections faites par des plans perpendiculaires à Taxe 
de révolution sont des cercles, que Ton nomme les parallèles 
de la surface. Les sections faites par des plans passant par Taxe 
sont des courbes, toutes égales entre elles, et que Ton nomme 
les méridiens. Toute surface de révolution peut être considérée 
comme engendrée par la révolution de son méridien autour de son 
axe. 

Le volume compris entre une surface de révolution et deux pa- 
rallèles donnés est la limite de la somme des tranches infiniment 
minces, comprises entre des parallèles infiniment rapprochés. Or 
une de ces tranches diffère infiniment peu d'un cylindre ayant 
pour base un des deux parallèles correspondants, et pour hauteur 
la distance de ces parallèles. Si donc on prend Taxe de révolution 
pour axe des x, et que^=y(x) soit l'équation de la courbe 
méridienne dans son plan, la base de la tranche cylindrique sera 
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nj^j et sa hauteur dx. Donc le volume cherché aura pour ex- 
pression 

Ainsi, en supposant que le méridien soit une ellipse. 



.*;* r* 



a'^îï — '' 



le volume total sera [4(M)] 



754. Supposons que Ton ait inscrit dans la courbe méridienne 
un polygone infinitésimal. L'aire engendrée par la révolution de 

ce polygone sera la somme des aires 2 7r -î î dsj engendrées par 

chacun de ses côtés ds [752 j. Les ordonnées 70JK2 étant infini- 
ment peu différentes entre elles, et ds différant infiniment peu de 
l'élément d'arc de la courbe méridienne, la limite de la somme de 
ces aires infinitésimales sera représentée par Tintégrale 

et cette limite sera dite l'aire de la surface de révolution. 

Exemples, — L Aire de ï ellipsoïde allongé y engendré par 

l'ellipse 

xz=a ces r, y^=^h sin /, 

tournant autour de son grand axe ia, La formule précédente 
donne [746] 



2 



/ ;~ 

S = 27?^"^ sïnt ,adt^i — e* ces- 1 =z — 2 ;r bj^dr i / 1 '- 

ou, en posant — = sin y, d'où dx = - cosy rfcp, 

^ HTzab /, , , Tt ab . \ ^ 

%^z J cos' y a^ = ( ^ H- sm^ cosy ) -f- C 

c c 

Tzabf . c.r ex 1 é^ x^\ 

= 1 arcsm 1 4/ i — ) -f- C. 

e \ a a y ^ / 

Pour avoir l'aire totale, on prendra l'intégrale depuis a: = a jus- 

i6. 
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qu'a x = o, et Ton doublera^ ce qui donnera 

o JL / I ? «'"'c sin<?\ 

IL Aire de l'ellipsoïde aplati. — En faisant tourner Tellipse pré- 
cédente autour de l'axe des j% on aura, en posant /*= ^i — eS 






7r&' 17 h* 






Intégrant entre les limites ^ = o,^^= i, et doublant, on a, pour 
la surface totale de Tellipsoïde aplati, à cause de à^f' = b'y 

27ra«^i-f.'Ç ArgSh î^ = 277 ^r/' -h ^' log y/j^f j- 

En supposant, dans Tun ou Tautre des deux ellipsoïdes, e infi- 
niment petit, on retrouve comme limite l'expression connue de la 
surface de la sphère. 

§111. 

cubatuhe et complanatioiv nES surfaces quelconques. 

75o. Nous avons vu [473, 474] comment le volume compris 
entre deux surfaces ( dont l'une peut être le plan des xy), deux plans 
parallèles au plan des zj, et deux cylindres parallèles à l'axe des z 
(pouvant se réduire à deux plans parallèles au plan des zx), se ra- 
mène au calcul d'une intégrale double 

ffzdT€ij'y ou Jf[Z-^z]dxdj; 

cl comment on évalue une semblable intégrale. 

Si la base du volume était un quadrilatère cur\'iligne quelconque 
ou une courbe fermée, on opérerait des décompositions analogues 
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à celles que nous avons indiquées [ 741 ] pour les cas semblables 
dans la quadrature des courbes planes. 

Si le volume est terminé par une surface fermée, on commen- 
cera par déterminer le contour apparent Ae cette surface sur le plan 
des xjy en circonscrivant à la surface un cylindre parallèle à l'axe 
des z. Pour cela, si l'on représente par F(a:,^, z) = o l'équation 
de la surface, on exprimera que le plan tangent en un point est pa- 

dF 
rallèle à l'axe des Zy en posant [646] — == o, et l'élimination de z 

entre cette équation et celle de la surface donnera l'équation du 
cylindre circonscrit à la surface et parallèle à l'axe des Zj et en 
même temps l'équation du contour apparent, base de ce cylindre. 
La courbe de contact de ce cylindre partagera la surface en deux 
portions : soient -5 et Z les ordonnées de ces deux portions pour un 
même système de valeurs de ar et de ^. On obtiendra le volume 
renfermé dans la surface en prenant la différence des volumes 

ffzdxdjr, JJZdxdy, 

compris entre chacune de ces portions de surface et le plan desxj', 

de sorte qu'on aura 

y=SJ[Z-z)dxdy, 

les limites des deux intégrations devant être déterminées confor- 
mément à ce que nous avons dît. 

750. Exemples. — I. Cherchons le volume compris entre la 
surface 

les trois plans coordonnés, et deux plans quelconques parallèles 
l'un au plan des zxy l'autre au plan des zj\ On a, en intégrant 
d'abord par rapport à x, 



X 



zdx = h b.vy" ; 

/w -h I "^ 



puis, en intégrant par rapport d j, 



\=z.rj( 1 ^— ) 
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SI l'on avait m= n, on trouverait, pour le volume de la surface 



V= —-• 

m-{- I 



Ces résultats supposent m4- 1 etn-hi positifs. Si ces nombres 
étaient négatifs , on discuterait les divers cas qui pourraient se pré- 
senter, comme on Ta fait pour une question analogue au n^ 744. 

II. On demande le volume de Tellipsoïde 



x^ r' 5» 



«« ■ h^ "^r« ~'' 



11 faut calculer, pour cela, Tintégralc double 



V = cffdxdx^i-~-Ç 



Le contour apparent de la surface sur le plan des xy n'étant autre 
que la section principale ~ -î- jî = i > cette dernière relation indi- 
quera quelles devront être les limites de l'intégration. Si nous in- 
tégrons d'abord par rapport à j^, posons 



d'où 



■l = sinf}^i-^ 



(ly ■=. b cos^df i/ I — - -» 
€t par suite 

En intégrant dej^ = o k y=^bK/ i — -^? ou de <{» = o à © = ^» 

puis quadruplant le résultat, on aura Taire de la section de Tel- 
lipsoïde, parallèle au plan des zXy savoir 

Multipliant maintenant par dx, intégrant de o à a, puis doublant 
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le résultat 9 on aura enfin , pour le volume cherché, 

V=: ^izabc. 

III. Calculer le volume compris entre le plan des xy, le parabo- 
loïde hyperbolique xj^= az^ et le cylindre 

On cherchera d'abord l'intégrale - Jxjdy = — xy^j prise entre 

les limites j^, = c — y^k- — (x — a)* et j 2 == 6 -H \/A^ — [x — a)», 
ce qui donnera 

Eln Intégrant maintenant par rapport à a:, et posant x — a = Ar sin f , 
Il vient 



/ 



- — elxyjk^ — [x — «j* n= f[oL 4- k sîn^) COS*^€f^ 

= (f -l-sm»cos9 ;; — co8'«> 4- C. 



Il faut maintenant prendre pour limites a: = a — A et x = a + A*, 
OU o = et cp = -h -» ce qui réduit l'expression précédente à 



- et Ç = -h - 

2 * 2 



V = 



a 



757. Calculons maintenant le volume limité par une surface 
rapportée à des coordonnées polaires, qui sont le rayon vecteur r, 
la longitude p et la latitude q. Décomposons, pour cela, le volume 
en éléments pyramidaux infiniment petits, compris entre deux 
méridiens de longitudes p eip-h dp, et deux parallèles de latitudes 
q et ç -h dif. Si l'on coupe la pyramide par une sphère de rayon /•, 
on pourra considérer la pyramide comme ayant pour hauteur r et 
pour base le quadrilatère sphérlque dont les dimensions sont, sui- 
vant le méridien, rdp, et suivant le parallèle (dont le rayon est 
r cos^ ), r cosqdq, La surface de cette base étant donc r^ cosqdpdq. 
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le volume de la pyramide sera ■= /•' cosqdpdi/, et par suite le vo- 
lume total sera donné par Tintégrale 

y=-^ffr^COSqdpdq, 

prise entre des limites convenables, après qu^on y aura remplacé r 
par sa valeur en p, q^ déterminée par Téquation de la surface. 

758. Quadrature des surfaces courbes. — Considérons la por- 
tion de surface courbe qui se projette suivant l'élément superficiel 
dxdjr du plan des xy. Les plans tangents menés par les divers 
points de cette portion de surface feront tous avec le plan desxy 
des angles qui dififèrent infiniment peu de celui qui a pour cosinus 

— ? p et û désiciiant les dérivées partielles -r-> -r-» Si 

donc on forme avec ces plans tangents un polyèdre infinitésimal 
quelconque, circonscrit à la portion de surface considérée, Taire 

de ce polyèdre différera infiniment peu de dx dj" ^i H- p^ -h V*- 
Donc la somme de ces aires polyédriques infinitésimales, corres- 
pondante à une étendue finie de la surface courbe, aura une limite 
déterminée, exprimée par l'intégrale double 



prise entre des limites convenables, que Ton déterminera comme 
on vient de le faire pour le problème des cubatures. Cette limite 
des surfaces polyédriques infinitésimales circonscrites est dite i'iuVe 
de la surface courbe. 

789. Exemple. — I. Soit proposé de calculer Taire d'un demi- 
fuseau sphérique ABC [fg- 77), compris, sur la sphère 



entre le plan des xjy celui des zx et un plan passant par l'axe des z 
et faisant avec le plan des zx l'angle Q. On aura à calculer l'inté- 
grale double 

adjcdy 

y/fli — j:* — j-^ 



//; 
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Intégrons d'abord par rapport à y y ce qui donne 



h 



= a)*e sm 



^ 



*^r» 



c. 



^tf* — or* — jr*" 

Il faudra prendre pour limites, d'une part, l'axe des x corrcspon- 




dant à j^ = o, d'autre part la droite OB pour une portion de l'in- 
tégrale, et l'arc de cercle BA pour l'autre portion. L'équation de OB 
étant j^ = j: tango, la valeur de l'intégrale sera, dans l'étendue 
projetée sur OBD, 

. . .rtiingO 
( I ) a. arc sm • 



Pour la seconde partie, l'équation du cercle BAétantj)^= sfa' — x-, 
la valeur de l'intégrale sera 



A.arcsmi = a. -• 

2 



Il faut maintenant intégrer par rapport à x l'expression (i) entre 

a:== o et a:=: a cos0, l'expression (2) entre x = acos0 et x= a. 

Si l'on pose 

.r tango 



V^a* - .r* 



smy, 



l'expression (1), multipliée par dxj prend la forme aodx, d'où 

aJ*ffLr =. ax,(f — ajxd^ 

_ /* sin3)//a> , . , ,\ ^ 

= ax.f — a* I =fl.r.y-|-rt' arcsm[cosy cos^)4-C 

J y^séc' — cos* f 

. X tang B - . /a^ cos* 9 — .r* ^ 
j=rtj:.arcsm -+- «' arc smi/ h C. 
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Pour j: = o, cette expression se réduit à 

tf' arc sin (cosô) r=r a' ( - — j ; 
pour x^=^a cos 0, elle devient 



a* cos B . arc sini = - a^ cos 6. 

3 



Donc Taire de la portion BCE est 

a* 6 '' a^iï — cosô * . 

2 ^ 

En intégrant maintenant Texpression (a) de x = a cosd kx = a, 
on trouve 

— «' I — cos9 .• 

2 ^ 

Donc la somme des deux parties^ ou le demi-fuseau ABC = a'ô. 
II. Calculer Taire de la partie de la surface 

qui est comprise dans Tangle trièdre des coordonnées positives. 

Cette surface est un cylindre de révolution , dont Taxe, situé 
dans le plan des xj-y a pour équation xcosa 4-^r sina = o. L'é- 
quation de la surface donne 

cosa . . sin a . . . 

p = [.rcosa H- r sm«;, q =z (j:cosa -T-^sm«), 

d'où 

adxdr 






.rcosa -t-^sinaj* 

En intégrant d'abord par rapport àj^, on a Tintégrale indéfinie 

dy ad.c , xcoset H- ^sina 

= -: — arc sin : h C. 



adx \—=z — 



[x COS a -h ^ sin «) * **" * ^' 

Pour avoir la portion située au-dessus du plan des xy et en avant 
du plan des zx, on intégrera depuisj' = o jusqu'à la valeur 



I Y = -: — ia — .r cosa), 

! sin« ' ' 
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qui répond à z = o et au contour apparent du cylindre. L'expres- 
sion précédente devient alors 



idx /tt . xcos«\ 

: — I arc sin- J 

in« \2 a j 



adx 
sin 



Il faut maintenant intégrer cette différentielle entre les limites 
x=-o et x = y cette dernière correspondant à -s = r = o. En 

COS « T ^ 

posant 

.rcosa „ , , asinv , 

= cos», d ou dx-=i iltA^ 

a cosa 

l'intégrale devient 

I «►.sm«>f/»= -; [— ©ces» -f-sinylft = -: • 

smacosaj'^ , sin «cosa ■*" sin oc cosa 

On voit que cette aire est carrable. 

760. Formules générales pour les quadratuj'es et les cubatures 
des surfaces au moyen des coordonnées curvilignes, — Tout point 
de l'espace^ déterminé par les coordonnées rectangulaires Xy y, Zj 
peut être considéré comme l'intersection de trois surfaces, données 
par les équations 

En faisant varier les paramètres u, Vy Wy le point d'intersection 
M variera suivant une loi quelconque, et ces trois paramètres 
pourront être considérés comme les coordonnées de ce point. On 
les désigne sous le nom de coordonnées curs^ilignes. Nous allons 
voir comment on peut, à l'aide de semblables coordonnées, déter- 
miner l'aire d'une surface donnée ou le volume d'un corps donné. 

Supposons d'abord que 

représente une surface donnée, et considérons, par analogie avec 
ce que nous avons fait au n^ 477, l'aire du parallélogramme infini- 
tésimal compris sur la surface (2) entre les surfacesy*i = Uy/^ = r, 
et les surfaces obtenues en changeant u en u H- du, {* en s^-^-dv^. 
Les coordonnées des deux sommets de ce parallélogramme con- 
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tîgus au sommet [pc^y-t z) seront 

Donc les aires des projections de ce parallélog[ramme sur les trois 
plans des j--?, des zx et des xy seront [126J 



'A,r 


duZ 




d^z 


dur 




f/„.r 


d^y 


^hy 


d^z 


> 


d^z 


il^^x 


« 


d^x 


d^y 



Par conséquent, Taire du parallélogramme lui-même sera la racine 
carrée de la somme des carrés de ses projections, c'est-à-dire 



^1 



à^y d^ - 

dvy 



Of£ ^ ^U "^ 



d^z 



d^z 



d^x 



duX 
df,x 



'luX l' 



V là[u,v)\ lô[u,v)} L^t"'*')J 

En remplaçant, dans cette expression, x, y^ z par leurs valeurs 
en u, \f tirées des trois équations (i), on aura une fonction de ces 
deux variables, que l'on intégrera entre des limites dépendantes 
de la forme du contour de l'aire à évaluer ( * ). 

Considérons maintenant un volume. On le décomposera en 
parallélépipèdes infinitésimaux compris entre deux surfacesyi cor- 
respondantes à II elu-hduy entre deux sufacesy2 correspondantes 
k u et i^ -h di^y et entre deux surfaces fz correspondantes à w et 
vv -f- dw. Les coordonné^ des trois sommets d'un tel parallélépi- 
pède contigus au sommet [x, y, z) seront x,y, z augmentées de 
leurs différentielles partielles respectives par rapport soit à u, soit 
à i^y soit à çv. Donc le volume du parallélépipède sera [127] 






On obtiendra le volume total en intégrant cette expression par 
rapport aux trois variables indépendantes u, r, w, entre des li- 
mites qui seront déterminées par la forme de la surface qui borne 
le volume cherché. 



d,,x 


duy 


duZ 




d^x 


d^y 


d^z 


— dudvdtv 


d^x 


d^y 


dwZ 





(•) Voir la formule (4) du n" 720. 
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Cette expression n'est autre que celle que Ton aurait obtenue 
directement par l'application de la formule du n^ 476 à l'expres- 
sion dxdjdz de l'élément de volume en coordonnées rectangu- 
laires. 

§IV. 

DÉTERMINATIOIV DES CENTRES DE GRAVITÉ ET DES MOMENTS d'iNERTIE. 

761. Masse d'un corps. — Pour les corps homogènes, le calcul 
de leur masse se ramène immédiatement au calcul de leur étendue, 
linéaire, superficielle ou solide. 

Si un corps est hétérogène, on le décomposera en éléments in- 
finiment petits, tels que, dans l'étendue de chacun d'eux, la den- 
sité varie infiniment peu. En multipliant l'étendue dY de chaque 
élément par la densité p en un quelconque de ses points, on ob- 
tiendra la masse dm de cet élément, à une fraction près d'elle- 
même infiniment petite. On cherchera alors, par l'intégration, la 
limite de la somme de ces éléments dm. 

Ainsi, pour une ligne hétérogène, la densité p est fonction 
de la variable indépendante dont dépendent les coordonnées de 
chaque point de la courbe. La masse de l'élément d'arc ds étant 
pds^ à un infiniment petit près du second ordre, on aura, pour 
expression de la masse de la ligne, l'intégrale Jpdsj prise entre 
des limites correspondantes jaux extrémités de la ligne. 

De même, si une surface plane est composée de tranches homo- 
gènes, parallèles à l'axe des j^, la masse d'une tranche sera pydxj 
et la masse totale fpj dx, p étant donné en fonction de x. 

Si une sphère est composée de couches concentriques homo- 
gènes, le volume d'une couche infiniment mince de rayon /* étant 

d \%T:r^\ ^z^Tir^dr, sa masse sera ^itçn'^dr, et la masse totale 

^Tzjpr^dvj p étant donné en fonction de r. 

Dans une surface hétérogène, la densité est fonction des coor- 
données de chaque point. On décomposera alors la surface en élé- 
ments infiniment petits du second ordre ^S, et l'on obtiendra la 
masse de la surface en intégrant p^/S par rapport à chacune des 
deux variables. Ainsi la masse d'une aire plane sera 

ffodxdy zziff^rdrdp. 
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De même, celle d'un volume composé de filets homogènes paral- 
lèles à Taxe des z sev^ffpzdxdjr. 

Enfin y s'il s'agit d'un solide dont la densité varie avec les trois 
coordonnées, on le décomposera en éléments de volume infiniment 
petits du troisième ordre, que Ton multipliera par la valeur corres- 
pondante de p ; puis on obtiendra la masse totale par une triple 
intégration. Ainsi, si les coordonnées sont rectangulaires, la masse 

aura pour expression 

fff^djcdydz. 

Si Ton emploie les coordonnées polaires [757], cette expression 
<le viendra 

fff^r^cosqdrdpdq. 

Si Ton emploie des coordonnées curvilignes quelconques, on aura 
la masse en multipliant par p, sous le signe de triple intégration, 
l'élément de volume donné au n® 760. 

762. Moments et centres de gravite. — On appelle moment 
d'un point matériel par rapport à un axe ou à un plan le produit 
de la masse de ce point par sa distance à cet axe ou à ce plan, 
cette distance étant comptée positivement dans un sens, négative- 
ment dans l'autre. 

Le moment d'un système plan par rapport à un axe tracé dans 
le plan est la somme algébrique des moments des points du sys- 
tème par rapport à cet axe. De même, le moment d'un système 
jiolide par rapport à un plan est la somme des moments des points 
du système par rapport à ce plan. 

Le centre de gravité d'un système plan (ou solide) est un point 
tel, que le moment du système pa^ rapport à tout axe (ou à tout 
plan) passant par ce point est nul. Le moment du système par 
rapport à un axe (ou à un plan) quelconque est égal à celui d'un 
point de masse égale à la masse du système^ et situé au centre 
de gravité. 

Si X est la distance d'un point de masse m à un axe (ou à un 
plan), mx sera le moment du point par rapport à l'axe (ou au 
plan), et Smx sera le moment du système total par rapport au 
même axe (ou au même plan). 

Si l'on désigne par ( la distance du centre de gravité du système 
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au même axe (ou au même plan) et par S m la masse totale du 
système, on devra donc avoir 

équation qui fera connaître \. 

En considérant les moments d'un système par rapport à trois 
plans rectangulaires entre eux, on aura donc, pour les coordon- 
nées ^, >?, ^ du centre de gravité, les expressions 

2/».r 2m^ 2/W3 



> « = 



^m ^m 



,m 



Si le système est continu, on prendra pour les points matériels m 
les éléments infiniment petits dm de la masse du système, et les 
sommes des moments de ces éléments se calculeront, comme la 
masse totale, au moyen d'intégrations. 

Lorsqu'un système est homogène, la densité constante entre en 
facteur commun dans toutes les sommations, et disparaît, par con- 
séquent, des valeurs de Ç, tt, 1^. On peut donc, dans le cas de l'ho- 
mogénéité, remplacer partout les masses par les volumes. 

Si un système homogène est symétrique par rapport à un plan (ou 
à un axe), son moment par rapport à ce plan (ou à cet axe) est nul. 
Donc ce plan (ou axe) de symétrie contient le centre de gravité. 

Sî un système homogène a un centre de figure, le centre de gra- 
vité coïncide avec ce centre de figure. 

763. Dans un système linéaire, l'élément de masse a pour ex- 
pression pds [761]. Donc les moments par rapport aux trois plans 
coordonnés sont fpxds, fpyds, Jpzds, et les coordonnées du 
«"entre de gravité sont 

Si le système forme une courbe plane, située dans le plan des xj, 
tous les z sont nuls, et par suite ^ = o. 

Exemple. — Considérons un arc de cercle homogène, et pre- 
nons pour axe des x le diamètre bissecteur. A cause de la symé- 
trie, le moment par rapport à cet axe sera nul, et par suite on 
aura 17 = 0. 
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De Féqualion du cercle x- -hj - = a* on tîre 

^x = — ■ =1 -dy^ d'où xds =^adjr^ 
et par suite le moment de l'arc par rapport à Taxe des x sera 



I xds= I adjr=z2aj- 



D'ailleurs la longueur de Tare est 



/. 



*-^' adr , r 

' -- z= aa arc sin — 



On a donc, pour Tabscisse du centre de gravité de l'arc, 



2 a' sin — 
^ y yn ac 

. X~~ s ^ s 

arc sm — 
a 



en désignant par c la longueur de la corde de l'arc s, 

76i. Soit maintenant une aire plane homogène ou décompo- 
sable en tranches homogènes parallèlement à l'axe des y. La masse 
d'une tranche étant pydx, son moment par rapport à l'axe des r 
sera pxydx, et par suite le moment de l'aire totale sera 

fp^Xdj;==.^fpXdx, 

d'où l'on tirera l'abscisse ^ du centre de gravité. Si l'aire est ho- 
mogène, on aura simplement 

Pour avoir le moment de l'aire par rapport à l'axe des x, re- 
marquons que le moment du rectangle infinitésimal pjdx est égal 
à sa masse multipliée par l'ordonnée de son centre de gravité. Ce 
centre, coïncidant avec le centre de figure du rectangle, a pour 

ordonnée -j. On en conclut que le moment de l'aire totale par 
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rapport à Taxe des a: est 

d'où Ton tire yj. Si Taire est homogène, 

f -zyz. — — • 

Jydx 

Exemples, — I. Soit un segment de la parabole j'= lax^ 
compris entre la courbe et Taxe des .r. En désignant par X Taire 
du segment, on a 



f I C^ y 






\oa 5 



\ r^ r^ ^.r» 

d'où Ton tire 

3 3 a.r 3 

5 4 j b 

II. Cherchons le centre de gravité d'un secteur circulaire ho- 
mogène. 11 se trouve d'abord sur le diamètre bissecteur. Si Ton 
partage ensuite le secteur donné en secteurs ou triangles infiniment 
petits, le centre de gravité de chacun de ceux-ci se trouvera aux 

- de la distance du centre à la circonférence, de sorte que le lieu 
3 

de ces centres de gravité élémentaires sera Tare concentrique à 
Tare du secteur donné, et décrit avec un rayon égal aux -^ du rayon 

donné. On est donc ramené à la recherche du centre de gravité 
d'un arc, problème résolu dans le numéro précédent. 

763. Théoreines de Guldin, — I. Nous avons vu que l'intégrale 
Jyds représente le moment d'un arc de courbe par rapport à Taxe 
des Xy moment qui est égal au produit sri de la longueur de l'arc 
par l'ordonnée de son centre de gravité. D'autre part, Taire de la 
surface de révolution décrite par Tare s tournant autour de Taxe 

H. — Cours de Calcul in fin.. Il, I ^ 
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des X a pour valeur iizjyds [754]. Donc la valeur de cette aire 
peut aussi se mettre sous la forme sTryi.j, c^est-à-dire que Taire 
de révolution engendrée par Tare s est égale à la longueur de cet 
arc, multipliée par la circonférence décrite par son centre de gra- 
vité. 

Si, au lieu d*une révolution entière, le plan de la courbe ne dé- 
crit qu'une fraction de tour autour de Taxe situé dans ce plan. 
Taire de la surface et le chemin parcouru par le centre de gravité 
décroîtront dans le même rapport. Donc Taire de la portion de 
surface décrite sera toujours égale à Tare de méridien, multiplié 
par le chemin décrit par le centre de gravité de cet arc. 

Ce théorème permet de calculer Taire de la surface de révolution, 
connaissant le centre de gravité de la courbe, et, réciproquemenl, 
de trouver le centre de gravité de Tare de courbe, connaissant 
l'aire de la surface engendrée. 

Exemples, — i"* Soient a le rayon d'un cercle, b la dislance de 
son centre à un axe situé dans son plan. La longueur de l'arc de 
cercle est 2 ira; la circonférence décrite par son centre de gravité 
dans la révolution du cercle autour de Taxe est 27ri. Donc Taire 
du tore engendré a pour valeur 

2** Si Ton fait tourner un arc de cercle autour d'un diamètre 
parallèle à sa corde c, a étant le rayon. Taire de la zone engendrée 
sera 2 Trac. En l'égalant au produit de Tare s par la circonférence 
2 7ryi décrite par son centre de gravité, on retrouvera la valeur 

r* = —1 obtenue au n** 763. 

s 

766. II. Le moment d'une aire plane X par rapport à Taxe 
des .r est Xy; =:; - fj^ dx. D'autre part, le volume engendré parla 
révolution de Taire 1 autour du même axe est V = t: fj^dx. Donc 

V = 2 TTIÇ . À, 

c'est-à-dire que le volume est égal à Taire génératrice multipliée 
parle chemin décrit par le centre de gravité de celte aire. 

Cet énoncé subsisterait encore si, au lieu d'une révolution en- 
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tière. Taire génératrice n'avait accompli qu'une fraction de révo- 
lution. 

Exemples. — i" En appelant a le rayon d'un cercle, b la dis- 
tance du centre du cercle à Taxe de révolution, on a, pour le 
volume du tore engendré, 

a® Si l'on fait tourner un secteur circulaire de rayon a autour 
d'un diamètre parallèle à la corde c, le volume du secteur sphé- 

rique engendré sera a7ra.c.^a= rira^c. L'aire du secteur est 

- as, s étant la longueur de l'arc. Donc, yj étant la distance du centre 

de gravité du secteur circulaire au centre du cercle, on a 

îx I 1 ne 

— Tra'c =1: 27n3. — ^7^, d ou ij = — — » 
3 2 3 ^ 

comme nous l'avions trouvé par une autre voie [764]. 

767. Volume du cylindre tronqué. — Considérons un cylindre 
parallèle à l'axe des z, et qui ait pour section droite une aire X 
tracée sur le plan des xy. Considérons une section plane quel- 
conque, faisant avec la section droite un angle a. L'élément de 
cette section, qui a pour projection dl sur le plan des xy, aura 
pour grandeur dans l'espace rfXséca. Le moment de la section 
par rapport au plan des zx sera donc fy. dl séca. D'ailleurs, l'aire 
totale de la section est X séc a ; donc on aura 

13 . ). séca = fj' d\ séc a, ou niz:^ '-^-^ — » 

A 

valeur indépendante de a. Il en serait de même pour la valeur 
de Ç. Donc le lieu des centres de gravité de toutes les sections 
planes d'un cylindre est une droite parallèle aux génératrices. 

Cela posé, cherchons le volume compris entre la section droite 
et une section oblique quelconque X'. Prenons le plan des xz per- 
pendiculaire au plan de X', et par suite l'axe des jr parallèle à ce 
plan. Si l'on décompose X' en éléments rectangulaires infiniment 
petits du premier ordre, parallèles à l'axe des y, et se projetant 

»7- 
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sur le plan des xy suivant des rectangles ^A, le volume sera donné 
par rinlégrale fzdk. Or le moment de la section V par rapport 
au plan des xj est f zdk' ou J zdtk séca = a'J" =: ÇX séca, \ étant 
l'ordonnée du centre de gravité de cette section. Donc 

J%d\^:z'0'Z=:z\t volume du cylindre tronqué. 

Donc ce volume est égal au produit de la section droite par la dis- 
lance des centres de gravité des deux bases. On étendrait immé- 
diatement cette proposition au cas où les deux bases seraient des 
sections quelconques. 

On voit que le volume d'un cylindre n'est pas altéré lorsque l'on 
fait tourner d'une manière quelconque une de ses bases autour du 
centre de gravité de cette base. 

768. Si l'on considère maintenant un corps solide quelconque, 
la masse de l'élément de volume étant pdxdjdz, les coordonnées 
du centre de gravité seront données par les équations 

"Sll^fff^xdrdfdz, ^U^fffoxdrdydz, MK^fffpzdxdrdz, 

M étant la masse totale du corps. 

Si le corps est homogène, V étant son volume, on aura M = VjO, 
et la constante p disparaîtra des équations précédentes. On pourra, 
dans ce cas, effectuer immédiatement l'intégration par rapport à 
l'une des trois variables, à ;; par exemple, et l'on aura, z et Z étant 
les ordonnées de la surface inférieure et de la surface supérieure 
du corps. 



769. Moments d'inertie, — On appelle moment d'inertie d'un 
point matériel /«, par rapport à un plan, à un axe ou à un point, 
le produit de la masse de ce point m par le carré de sa distance 
au plan, à l'axe ou au point. Le moment d'inertie d'un sjstème 
est la somme des moments d'inertie des points matériels qui le 
composent. 

Si l'on rapporte les points à trois axes rectangulaires, les mo- 
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ments d'inertie d'un point m par rapport aux plans des yz, des zx 
et des xj seront mx^y ^J^^ mz^, et par suite les moments d'inertie 
du système total par rapport à ces mêmes plans seront 

a=2wj:', b = 2mj*, c=:2/nz'. 
Le moment d'inertie de m par rapport à l'axe des x est 

Donc, le moment d'inertie du système par rapport à cet axe sera 

2mj'H- 1mz^=z b -f- c, 

et de même pour les autres. On aura donc, pour les moments 
d'inertie du corps par rapport aux trois axes coordonnés, 

A=b-f-c, B = c-4-a, C=:a-hb. 

De même, le moment d'inertie du système par rapport à l'ori- 
gine des coordonnées sera 

an- b -f- 0= - [A-i- B H- C). 

Si le système est continu, les sommations se changent en inté- 
grales. 

770. On traitera les divers cas qui peuvent se présenter dans la 
détermination des moments d'inertie comme nous avons traité les 
cas analogues dans la détermination des centres de gravité. 

Ainsi, pour le cas d'un système plan, on a 

a :=:: fx^dm^ b =: Jj^dm^ = o, 

d'où 

A=:ib, B — a, C=i:a-i- b=/(.r«-f j*)rfm. 

Si l'on cherche les moments d'inertie d'une sphère homogène, 
on a 

J x^dm ziz fy^ dm =r fz^ dm z=l - f (x* H- j* -f- z* ) dm. 
Or, en faisant x^ -h-J^ -^ z^=ir^ et supposant la densité =^ i , l'élé- 



SU5a LIVBB III. — CHAP. III, { IV. 

menl dm sera une couche sphérique 4^r^dr, d^où 

a = b = c=^/r*^r.:=^R»=iMR«, 

i -^ i5 5 

M étant la masse de la sphère, R son rayon. On aura donc 

5 
Pour un cercle homogène, 



d'où 



A 1- B ^ i C -= i MR«. 
2 4 



Sî Ton suppose une surface de révolution autour de Taxe des 
X, j^ = /'(x) étant Téquation de la courbe méridienne, le moment 
d'inertie de Taire par rapport à Taxe de révolution sera 

A =1^ 7.itfy^ds. 

Par rapport à un plan mené par Torigine perpendiculairement à 
cet axe, le moment d'inertie sera 

a = 7.T fx^yds. 

Le moment d'inertie par rapport à un axe quelconque mené dans 
ce plan par l'origine sera, à cause de A = ab == ac, 



Birrc -ha 



= 27r i i-x^-^ xAyds. 



Les quantités analogues pour le volume de révolution seront 

771. Pour un corps solide quelconque, on a 

a =:fff^x^dxdxdz, b =fff^j'^dxdjrdz, c =JJJ^z^djcdydi, 

d'où l'on tire A, B, G. 

Le calcul des axes principaux d'inertie exige encore la détermi- 
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nalion des inlégrales 

D = Zyzdm, E = 2 zxdm^ F = liXjrdm^ 
c'est-à-dîre 

Si le corps est hoIn^gène, on pourra, dans toutes ces exprès- 
sionSy eflectuer immédiatement l'intégration par rapport à Tune 
des trois variables, à z par exemple. 

Exemple, — Déterminer les axes principaux d'inertie d'un pa- 
rallélépipède rectangle fixé par un de ses sommets et supposé ho- 
mogène. 

En prenant pour axes coordonnés les directions des trois arêtes 
a, P,y, et nommant M la masse /D«|3y, on trouve aisément 

DrzryMBv, E — 7 M va, F^-^MaS. 
4 4 4 

L'équation de l'ellipsoïde central d'inertie sera donc 

5* -h 7» , 7*-f-a* - «*-hj3* , jSv y« aâ 

^ O O 2 Ja ' ^ 

et la détermination de ses axes principaux dépendra de l'équation 

du troisième degré 

*' — \s^ -^ lis — V nr o, 

où l'on a posé 

fi= - [(«»-(- p») (a« -I- 7«) 4- (p* -+- 7') (.8' + a«) -+- (y' -t- «'1 [y* -t- |3')] 
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EXERCICES. 



I. 



i . Appliquer les théories exposées dans le Chapitre V à Tétude des courbes 
représentées par les équations suivantes : 

(^ — r) j^* ^ .r». (Cissoïde.) 



8 
9 

20 
21 

22 

23 

24 
25 



/? 



x*j« - (j-H ^)*(6»— ^y*), ou r = -. — ±1 b. (Conchoïde.) 

r =z n-h b cosp. (Conchoïde du cercle.) 

r = n(i -h cosp). (Cardioïde.) 

jT) « = a* (/7 — x). (Courbe d'Agnesi.) 

j* = X*— X*. (Lemniscate.) 

[a-h x)y*.= {n — .r)x*. (Strophoïde.) 

Rr r= a*. [Voir n* 520. Ovales de Cassini.) — Cas où Aa = 2/?. 

R -f. /îr = 2//. (Ovales de Descartes.) 

( - -4- y^ — I J — /l'f I— 'J^ jî OU xz- /?cosr(/? H- cosr), / = Asin/. 

^'î = x' — .r. 

j-î = x' — .r*. 

X}* — x^y== I. 

j* — y..r'/* — j* -4- I — o. 

(j — .r')*= x*. 
3r/ — 4x 

V* = x^ — • 

•^ ^/ — 4x 

j^ = .r* -i- fl'x* — M. 
il i -i 

X* -+- J* = rt'. 

2/* — lOX^ H- l5x* — O. 

r^p— à^. (Lituus.) 

/ « , 3 4 3 \ 

r = asmnp ( n ^ 2, 3, 4, ...,-,-,-,••• J- 

Épicycloïdes et hypocycloïdes, pour diverses valeurs du rapport des 
ravons des cercles. 

r = 



l-i- Ap 
I 



y/^—p 
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(■16) 


r — 


V^i yy. 




(v) 


r = 


sin/7 

. • 

P 




(aS) 


r — 


/7« cos/? 
rt -f- ^ ces/' 




(ag) 


r«- 


- 2 r cos/? ■+- 1 


sin/? = 


{3o) 


r — 


a -h /^ tang/?. 




(31) 


r = 


- .rlogr. 




(3>) 


XX: 


— ^. 




(33) 


Y = 


-. X'. 




(34) 


r=- 


: lOglOg^. 





(35) j =. ^ sin — • (Quadratrice de Tschirnhaus.) 



nx 



(36) j »- .rcot-^> ou rcos/? = fl/?. (Quadratrice de Dinostrale.) 

t , — - ^// — /« 

(37) r -r /z cos*/7 sin;», ou x~ -^ai — ^*,^-^ • 

(38) r=r pcosp. 



(39) j=^sin;^ 



(4o) jr* = cos*^, (/î = f,2, ...)• 



(4i)r = /7 



sin.r 



y 

(42) 75-H x'cos- = o. 

( 43 ) r= a (sin/7 + tang/? -^ séc/7) . 
(4{) r= /2( lit corde /j). 

(45) r= log sin/7. 

(46) j= tangar. 

(in) r= -^î p - lang/— r. (Développante du cercle.) 
^ '' sinf '^ 

(48) jy*— ^/^*-+- r'j»— A* = o. 

( /g) (^ __ ^1)8 — .r* (2.r -+- 3^z)* = o. 

(5o) x= nCh^' (Chaînette.) 

(5i)r=-^5 .r=-/7(/ — Th/). (Tractoire.) 
(5'x) r= flcos/, p ^ tang/— /. 
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2. Asymploles et points singuliers des ccttirbes : 



(a) (^* — 3j:/-h 2x*) j: — 4^^»= o. 

(3) a:(/-+-x)«(^-2:r) = o*. 

(4) (x«-^^«)(r-x)« = :i:». 

(5) rtx*-Hc'j-/ — by* = o, 

(6) r = tang2/7. 

3. OA étant un rayon flxe d'un cercle, OB un rayon mobile, on prend sur 

chacune des positions de OB une longueur OM = la corde AB. Lieu du 
point M. 

4. Par les extrémités A, B de la droite AB, on fait passer un cercle quelconque; 

on prend sur AB, à partir de son milieu 0, une longueur OP, qui soit 
dans un rapport constant avec le rayon du cercle, et en P on mène FM 
perpendiculaire à AB et rencontrant le cercle en M. Lieu du point M. 

5. Par Textrémité A d*un diamètre Gxe AB d'un cercle donné, on mène une 

corde quelconque AG, puis par le point G une droite GM égale à AC et 
parallèle à AB. Lieu du point M. 

G. On a deux tiges articulées AB, BG, de longueurs constantes /i, ^, dont la 
première tourne autour de son extrémité Oxe A, tandis que l'extrémité G 
de Tautre glisse le long d'une droite fixe AG or. Lieu décrit par un point M 
pris sur la droite GB, à une distance GM = r du point G. 

7. On donne la droite AB et deux points G, D hors de cette droite. On joint 

G et D à un point variable P de AB, et par P on mène PM perpendicu- 
laire à AB et = GP ± DP. Lieu du point M. 

8. Podaire de la parabole par rapport à un point de Taxe ou de la directrice. 

9. Lieu des pieds des normales menées d'un point fixe à toutes les paraboles 

de môme axe et de même sommet. 

10. Lieux des projections du pôle de la spirale d'Archlmède sur les tangentes cl 
sur les normales à cette courbe. 

il. Tangente commune aux deux courbes 

1â. Lieux des extrémités de la sous-tangente et de la sous-normale polaires 
pour le cercle [r = a cos/;), la spirale d'Archlmède, la spirale hyperbo- 
lique, le lituus (r^p = «), et généralement pour la spirale r = û/?*, la 
cardioïde r = « (i -h cos/?), la conchoïde. 
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13. Exprimer en coordonnées polaires la sous-tangente, la sous-norroale , la 
tangente, la normale, définies pour le système des coordonnées rectan- 
gulaires. — Réciproquement, exprimer, en coordonnées rectangulaires, 
la sous-tangente, la sous-normale, etc., définies pour le système des 
coordonnée^ polaires. 

ié. Trouver les points d'inflexion d'une courbe rapportée à des coordonnées 
polaires, en cherchant le maximum ou le minimum de Tangle 

T=/?-4-0 [516]. 

15. Points d'inflexion des courbes suivantes : i"* conchoïde; t."* lituus; 

^« ^î 

3"* x= - — î 4' j* = x* H- a*jc* — ù^. Examiner, pour cette der- 

V2J* — rt* 

nière, le cas de ^ = o. 

16. Rayon de courbure de la courbe (épicycloïde] représentée par les équations 

x=(rt-f-^)sin bsinl- -h jU 

X-=(a-hb)cos^-bcos(J^-h^y 

Déduire de là les rayons de courbure de la cycloïde et do la développante 
du cercle. 

17. Démontrer que, dans la parabole, le rayon de courbure en un point quel- 

conque est double de la portion de la normale en ce point comprise 
entre la courbe et la directrice. 

« 

18. Dans la cycloïde, la somme des carrés du rayon de courbure en un point et 

de Tare compris entre ce point et le sommet de la courbe est constante. 
— Étendre cette propriété aux épicycloïdes. 



19. Développées des courbes suivantes 

( I ) Lemniscate, r* = a* cos^p. 

(%) Cissoïde. 

( 3 ) Logarithmique, x = ^'**- 

(4) Cycloïde. 

(5) ÉpicydoTde, hypocycloïde. 
( 6] Cycloïde allongée ou raccourcie. 

20. Développantes des courbes suivantes : 

(2) J'^^OJL*. 



(8) r'» = ap. 

(9) Chaînette. 

(10) Tract6ire. 

(11) Spirale logarithmique. 

11% 

(12) X* -+-j^' =û'. 

(i3) xj=rtr«, en coordonnées obli- 
ques. 



a68 LivBB m. — exercices. 

(3) x^ -H j* — /i* , en commençant le développement à partir du point pour 
lequel x = y, 

( 4 ) Cycloïde, à partir du point de rebroussement. 

(5) Épicycloïde. 

21. Courbes parallèles à l'ellipse, à la courbe (3) de Texercice précédent. 

22. Trouver, par l'analyse ordinaire, les développées imparfaites pour les 

exemples du n' 615. 

23. Lieu du sommet d'un angle dont un côté passe par le centre d'un cercle, 

tandis que l'autre est tangent à la développante du cercle. 

2i. Enveloppe de la perpendiculaire à l'extrémité du rayon vecteur d'une courbe 
donnée. Calculer la distance des points correspondants des deux courbes. 
— Application à la courbe^ = ax. — Quelle est la courbe pour laquelle 
l'abscisse d'un point de l'enveloppe varie proportionnellement à celle du 
point correspondant de la courbe ? 

2Ï. Enveloppe des cercles ayant pour diamètres les cordes d'un cercle donné 
menées d'un même point de ce cercle. — Enveloppe des cercles ayant 
pour diamètres les cordes de la première enveloppe partant du même 
point. — On cherchera de même l'enveloppe des cercles décrits sur les 
cordes de la seconde enveloppa, et ainsi de suite. Si l'on continue indé- 
finiment cette opération, quelle sera la limite de cette série d'enveloppes? 

26. Lieu des centres et enveloppe des cercles qui interceptent des longueurs 

constantes sur un cercle donné et sur une droite donnée. 

27. Enveloppe de la droite qui joint un point d'une cycloïde au centre correr 

pondant du cercle générateur. 

28. Enveloppe d'une corde qui retranche de la parabole ^^ = ax\xxi segmenl 

d'aire constante. 

29. Enveloppe de la droite 

X cos 3 a -h j sin 3 a = /7 ( cos a a) * , 

a étant un paramètre variable. 

30. Enveloppe d'une droite de longueur constante, s'appuyant, par ses extré- 

mités, sur deux courbes données. — Cas où ces deux courbes deviennent 
deux droites non situées dans le même plan. 

31 . Enveloppe d'un cercle de rayon donné, dont le centre se meut sur une 

courbe donnée. 

32. Discuter l'application de la règle pour trouver l'enveloppe, dans le cas de 

la courbe donnée par l'équation C/ — e^^^-^ — o. 
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33. Enveloppe d'un cercle passant par un point fixe, tandis que son centre se 
meut sur une courbe donnée. — Exemples : La courbe donnée est i' une 
ellipse, !i** une spirale logarithmique. 

(x\ "' / ^\ '" 
- j -+- ( 'r ) - • , les paramètres a, p étant 

assujettis à la condition (-j -+-{t) — '• 

3o. Enveloppe et équation différentielle des courbes représentées par Téqua- 

.7? 
tion ^- = a Ch - ï a étant un paramètre variable. — Enveloppes des courbes 

(0 (x2-4-^>2-««)0î-'2C;)-f-C*(-r=-«») -0, 

C étant un paramètre variable. 
36. Points singuliers des courbes suivantes : 



(i) (j--i>)«=x«. 

(2) X — b àz (./; — (i) V^vt- — c. 

{'^) r—xyjj -r-c. 

(5) j — ^-+- c[x — /i)"\ 

(Ex. : /w= 9 et =7- j 

(6) [y--x — x^)^ = x\ 

(7) Cissoïde. 



(8) [x^-^-y^)r=a'[x^^-y-). 

(9) (««Jc2-4-^î/= — C*j3 

•+- 27û*^*r;*X*J* — O, 

C* = fl2 — ^*. ( Développée de 
l'ellipse.) 

(10) Développée de l'hyperbole. 

(Changer, dans l'exemple ci- 
dessus, b en bi.) 

(11) 4o96rt5j!-M i52^/*j--H27j*=o. 

(Développée do la cissoïde.) 



37. Radiales. — Si Ton nomme radiale d'une courbe donnée la courbe dont le 
rayon vecleur est égal et parallèle au rayon do courbure de la courbe 
donnée, déterminer les radiales des courbes suivantes : 

( I ) Cycloïde. 



{2) Courbes du second degré. 
(3) Logarithmique. 

(4)7* = «-^'- 

(5) Lemniscato. 

(6) Cardioïde. 

(7) j:;* = «'. 

(8) x = ae •*. 

(9)\r"* = «"*~*-^- 

s s 3 
(10) a"-h7* = û*. 

(II) €f''=Th-. 



(12) X -^ j — otang - 



c 



(i3) X -r-j ^a\o^~ ' 

r» 

(14) X -hjr ~ at^ . 

X 

(i5) u- -h j-= flCh -• 

(16) J- tf-^ns*-. 

[i-]) y^e y . 

(18) sin - = - • 
^ ' an 

(19) tang^^ = |. 
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38. Trouver la courbe dont la radiale est représentée par Tune des équations 

suivantes, où v — 1 
Taxe des x : 
( 1) j:j=/i*. 



- est égal à l'angle du rayon de courbure avec 



(2) psin'a — 4«cosa. 

(3) psin'or =rt 2/7. 

( 4 ) p = acoiu. 

(5) pcoscr = ia. 

(6) pcos'cr = art. 



(7)^-ûtang-. 

(8) j=rtséc^. 

(9) p = aa. 

(10) p = <?«•. 

(11) p = rtsin/io. 



39. Étant donnée l'équation de la radiale p = 7 ( cr), on a, à cause de v = t + - > 



P = 



lia 



d'où 



et, par suite. 






ce qu'on appelle l'équation intrinsèque de la courbe. — Application l' à 
la parabole, a* à la chaînette, 3* à la parabole semi-cubique 7* = ax^. 

40. Roulettes. — Une courbe C roule sans glisser sur une courbe fixe C, 
prise pour base. On donne le nom de roulette au lieu décrit par un 
point pL, invariablement lié à la courbe C. 
Supposons la courbe C déterminée par une équation entre les coordonnées 
polaires r, p^ ayant pour pôle le point décrivant fx et pour origine des 
angles une droite invariablement liée à C. Soient de plus, par rapport à 
des axes rectangulaires fixes, x, y les coordonnées du point de contact 
de C et de C, et Ç, >3 les coordonnées du point décrivant fx. Ces dernière? 
seront déterminées par les équations 

(1) Çd^= f v^/7^^7^>*— - C ^(tv^ -+- r(; * = Ç(b, 

(2) 1 = x — rco^[r^x), >J =.r — rcos(r,j), 

ou, à cause de (r, .r) = — T, (r, j) = (r, x) -+- - , 

(2)' Ç = ^-rcos(0-T), >;-:jH-rsin(0 — T), 

6 et T étant les angles que fait la tangente commune aux deux courbes 
avec le rayon r et avec Taxe Ox, d*où 



et 



^ dr , ^ rdp 
CO30=:-7^-î smO=-^-^, 



^ dx . dy 

cosT=-7-i smT = -i-- 
ds ds 
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On en tire aisément 

r/Çcos(0 — T) — rAîsin(ô — T) = o. 

Donc le rayon mené du point décrivant au point de contact des deux 
courbes est normal à la roulette. — C'est ce qu'on peut démontrer aisé- 
ment par la Géométrie. — Détermination du rayon de courbure de la 
roulette. 

41 . Application à la cycloïde ordinaire, à la cycIoYdo allongée ou raccourcie, à 

répicycloïde, à l'hypocycloïde, au lieu du foyer ou du sommet d'une para- 
bole roulant sur une tangente ou sur une parabole égale, au lieu du foyer 
d'une ellipse roulant sur une droite ûxe, etc. 

Cas général où la courbe mobile est égale à la courbe fixe. ~ Application 
à deux ellipses égales. 

Cas où la courbe ûxe est une ligne droite. 

Roulette décrite par le centre d'un cercle entraîné par sa développante, 
celle-ci roulant sur une droite fixe. 

Roulette décrite par le pôle d'une spirale i"" hyperbolique, 2° logarithmique, 
roulant sur une droite fixe. 

42. Droite roulant sur une courbe. Lieu d'un point de la droite. Cas où la courbe 

est une parabole. — Cas où la courbe est un cercle. Lieu d'un point lié 
invariablement à la droite. 

43. Enveloppe d'une courbe roulant sans glisser sur une courbe ûxe. — Appli- 

cation aux exemples précédents (*). 

44. Trajectoires (*). — Trouver les trajectoires orthogonales des lignes du 

second ordre semblables, ayant un de leurs axes situé sur une mémo 
droite, et se coupant toutes en un même point, réel ou imaginaire. 

4o. Trajectoires orthogonales d'une courbe donnée qui se transporte de manière 
que tous ses points décrivent dos droites parallèles. — Exemples : 

i«»j=Cj:'*, 2*j=C.Ch^ (3), mobiles l'une et l'autre parallèlement 
aux j^; 3** cycloïde mobile parallèlement à la base. 

46. Trajectoires orthogonales d'une courbe donnée, mobile dans son plan autour 

d'un point fixe. — Exemples : i* Parabole tournant autour de son foyer; 
2* spirale r« = C"/? tournant autour de l'origine. 

47. Trajectoires obliquangles d'une série de courbes homothétiques. — Excm- 



(*) On pourra traiter ces divers problèmes par la méthode des équipollences. 

(') Voir n** 616. Traiter ces questions par la méthode ordinaire et par celle des 
équipollences. — On posera au moins Tcquation différentielle, sauf à l'intégrer plus 
tard. 

(') G étant le paramètre variable. 



I* 
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pics: x" ellipses concentriques; i"* paraboles de môme foyer; 3" coniques 
ayant un foyer commun; 4'' cercles ayant même centre de similitude. 

48. Trajectoires orthogonales des courbes suivantes : 

j _= Cx«; a* f p j "^ (x ) " ' [^'^- : '^ = î*]'ï y* ellipses confocales; 
(*" coniques circonscrites à un môme rectangle. 

49. Trajectoires obliquangles des courbes x"* y = Cr, a* /• = Ce"/», 3"^- = Cj-, 

4» /2 = iCx — xî, 5^ x» -h/2 = C. 

50. Trouver une trajectoire telle qu'en chacun de ses points de rencontre avec 

la courbe variable les longueurs des tangentes [509] aux deux courbes 

aient entre elles une relation donnée ^*~t — l\y~ry Exemple : la pa- 
rabole 2«(j t- C ) = x', avec la relation r,-r — njr-j-» 

51. Trouver une trajectoire telle que l'angle qu'elle fait avec chaque courbe 

qu'elle traverse soit partagé en deux j)arties égales par l'ordonnée du 
point d'intersection. — Exemple : y —Cx'^^ se transportant parallè- 
lement à l'axe des y. 

52. Équation des lignes qui coupent une série de droites parallèles sous un an^le 

dont la tangente trigonométrique soit égale à Tabscisse du point d'in- 
tersection. 

53. Cal'stiques. — On appelle ainsi l'enveloppe des rayons partis d'un môme 

point lumineux et réfléchis ou réfractés par une courbe donnée, que nous 
supposerons située dans un môme plan que les rayons. 
Trouver l'équation générale des caustiques par réflexion et celle des cau^- 
tiques par réfraction. Gomment la première peut-elle se déduire de la 
seconde? — Cas d'un point lumineux à l'inûni sur Taxe des x. 

5i. Causti(|ues par réflexion : i* d'une parabole ^*= iax\ a* d'un cercle 
x'i ^ j^ — ri', pour un point lumineux à l'infini sur l'axe Ox\ 3* du foyer 
d'une ellipse; 4** d'un point de la circonférence d'un cercle ; 5"* des rayons 
perpendiculaires à la base d'une cycloïde. 

55. Caustique par réfraction d'une ligne droite. 

56. Étant donnés deux points A, B, trouver une courbe telle qu'elle réfracte 

(ou réfléchisse) tous les rayons partis de A, de manière qu'ils aillent tous 
passer par B après la réfraction (ou la réflexion]. 

57. Trouver une courbe telle que l'angle de la tangente avec le rayon vecteur 

soit une fonction donnée de l'angle polaire p. — Exemples :0 = ajj, 
y?, np. 
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58. Trouver une courbe telle que l'accroissement de l'angie de la tangente avec 

Taxe des x soit proportionnel à Taccroissement de l'abscisse. 

59. Trouver la courbe pour laquelle la projection de la tangente sur le rayon 

vecteur est constante. 

60. Trouver la courbe pour laquelle la podaire de l'origine est un cercle. 



Gl. Trouver la courbe qui a une courbe donnée pour le lieu des extrémités de 

sa sous-tansente polaire ( Exemples : r = > r = ) ou de 

^ '^ \ ' cosp I -t- c co^p I 

sa sous- 



[S-normale polaire f Exemples : r= —. — ? r = ] • 

'^ \ ' smp 1 -t- cos pj 

62. Déterminer une courbe, étant donné le lieu du milieu de la normale po- 

laire N = ^ • — Cas où ce lieu est une perpendiculaire à l'axe des x, 

63. Étant donnée une conique C, trouver toutes les coniques C qui coupent C à 

angles droits aux quatre points où elles la rencontrent. 



II. 

i . Appliquer les théories exposées dans le Chapitre II à l'étude des courbes 
suivantes : 



1 
a 

3 

4 
5 

G 

7 
8 

9 
10 

T1 



ax = j' -H 3*, by^ — .r* -h 3'. 

rta:=^-h3«, ny = x^. 
j^=z x^z^ xy= az. 

ax = j)-*, bx= «*. 

x^-^ y^ = fl', «V* = ^'' ^* — y^ ^'• 
[a — xYy^ = jr', a* = J>'2- 
07* — a' = ^, y*— a^ — z'^. 



2. Développer sur le plan des zr (en développant [7i9J le cylindre qui les 
projette sur l'un ou sur l'autre des deux autres plans coordonnés) les 
courbes représentées par les équations 

( I ) ax = y*, y^-h z"^ == a^. 

(a) af = z^, ax^ = z*. 

(3) ax =y*, y* — 6fl*/*-h iia^j^ — 8^^ — 9«*z'. 

H. — Cours de Calcul in fin,, II. l8 
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3. Courbes décrites à l'aide d*un compas sur les surfaces suivantes : 

( I ) ^ -h z« = «». 

(2) z^ =z nxY. 

(3) Cône oblique à base circulaire. 

4. On donne un point A sur Taxe des x^ une courbe /(j, z] = o sur le 

des ^z, et l'on prolonge toutes les droites AM menées à cette courbe 
d'une longueur constante. Équations du lieu des extrémités. — Exemple : 
ax = 2*. 

5. En chaque point d'un cercle, on élève sur le plan de ce cercle une perpen- 

diculaire égale à la sous- tangente correspondante, le cercle étant rap- 
porté à deux diamètres rectangulaires. Lieu des extrémités de ces per- 
pendiculaires. 

6. Une génératrice d'un cône do révolution, se mouvant uniformément sur la 

surface, est parcourue par un point mobile suivant une loi donnée. 
Étudier la courbe que décrit ce point. — Exemples : i** le point se meut 
uniformément ; 2'' il a un mouvement uniformément accéléré ; 3"* la courbe 
coupe la génératrice sous un angle constant. 

7. Sur un cône de révolution de 0^,73 de hauteur, on enroule un fil auquel 

on donne la forme d'une spirale conique à spires équidistantes, le nombre 
de ces spires étant de 3o, du sommet jusqu'à la base, et la distance entre 
deux spires, comptée sur la génératrice, étant de o'",o3. Quelle est la lon- 
gueur du fil? 

8. Lieu des points de contact des tangentes menées d'un point donné sur l'axe 

des j^ à la surface ax = j^-t- z*. 

9. Une courbe C étant tracée sur une surface donnée, on mène la surface 

développable tangente à la surface donnée suivant cette courbe, puis on 
développe sur un plan la surface développable avec la courbe C. Soient R 
le rayon de courbure de la courbe C dans l'espace, p le rayon de courbure 
de celte courbe après le développement, / l'angle du plan osculateur de 
la courbe dans l'espace avec le plan tangent à la surface au môme point : 
démontrer que l'on a R = pcosi. 

iO. Les lignes de courbure du cône ax'^-i- bjr^ -hcz^^ = sont les génératrices 
d'une part, et de l'autre les courbes d'intersection du cône avec des 
sphères décrites du sommet comme centre. 

IJ. Un cylindre ayant pour section droite ia courbe /(x,/) = o, une courbe 
donnée se meut de manière qu'un de ses points décrive l'axe des x et 
que son plan soit toujours normal à la courbe /(x,j^) = o. Lieu de Tin- 
tersection de cette courbe avec le cylindre. — Exemples : Équation du 
cylindre ajr=^^', équation de la courbe mobile (rapportée à son plan) 

bx — 2*. 
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12. Trouver, sur un cylindre de révolution, l'équation différentielle des courbes 
qui ont un rayon de courbure constant. 

i3. a^ by c étant les cosinus des angles que la tangente à une courbe fait avec 
les axes coordonnés ; /, /;i, n les cosinus des angles de Taxe du plan oscu- 
lateur avec les mêmes axes ; p et r les rayons de première et de seconde 
courbure, démontrer les relations 

fia _ ^b __ flr _ r 
fU tlin ~" dn p 

H. Conclure de là que l'hélice est la seule courbe pour laquelle le rapport - est 

constant, et que Thélice à base circulaire est la seule courbe pour laquelle 
p et r soient constants. 

15. Si une courbe non plane a son rayon de courbure constant, le lieu de ses 

centres de courbure a aussi son rayon de courbure constant, et, de plus, 
la première courbe est le lieu des centres de courbure de la seconde. 

16. Étant donnée l'équation /(j:,j, z) = o d'une surface, trouver le lieu du 

milieu de la portion de la normale en chaque point de la surface qui est 
comprise entre la surface et le plan des xf. — Application aux surfaces 
du second degré. 

17. Conditions pour qu'un cône du second degré 

ax^ -h bj'^ H- cz^ — o 

soit tangent à un plan 

«a: -f- P/-+- 7Z = o. 

18. Équation d'un conoïde droit [1011] exprimée au moyen des coordonnées r, 

/?, Zy en posant x = rcos/?, jr= rsin/?. — Former l'équation aux 
rayons de courbure principaux dans ce système de coordonnées. 

19. Étudier les surfaces de révolution engendrées par une parabole tournant 

!*" autour de sa tangente au sommet, 2° autour de sa directrice, 3° autour 
d'un quelconque de ses diamètres. 

20. Étude du tore [76S]. 

21 . Étude de la surface engendrée par la révolution d'une hyperbole équilatèrc 

ou quelconque autour de ses asymptotes. 

22. On appelle binormale la perpendiculaire menée par un point d'une courbe 

à son plan osculateur. Étudier le lieu des binormales à Thélice. 

23. Étude de la surface xyz — a^. 
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2i. Le cercle osculateur d'une courbe située sur une sphère est situé lui-même 
sur la sphère. 

2j. Entre les rayons de courbure et do torsion d*une courbe sphérique, on a la 
relation 

p* H- r* -f- = const. 

26. Trouver, sur une sphère, une courbe de courbure constante. 

27. Intersection d*un cylindre de révolution avec une sphère ayant son centré 

sur la surface du cylindre. — Équation de la courbe dans laquelle elle se 
transforme par le développement du cylindre sur un plan. 

28. Sur une surface donnée, tracer une courbe telle que son arc croisse propor- 

tionnellement à Faccroissement de l'une des coordonnées rectangulaires, 
de z par exemple, de sorte que Ton ait, a étant une constante, 



29. Lignes de courbure d'une surface de révolution. 

30. Étude de la surface de révolution engendrée par la tractoire tournant autour 

de son asymptote. Mesure de la courbure de cette surface. • 

31. On prend pour axes des coordonnées sphériques deux grands cercles AX, 

A Y, rectangulaires entre eux, et ayant pour pôles respectifs les points Y 
et X. La position d'un point M de la surface sphérique est déterminée 
par les points d'intersection P, Q des arcs (de grands cercles) YMP, 
XMQ avec les arcs AX, Aï (les dislances étant comptées soit de o à ± •, 
soit de G à 27r). Si l'on pose tangAP= X, tang AQ = Y, quelles seront, 
dans ce système, les équations i* d'un arc de grand cercle, 2° d'un arc 
de petit cercle (dans diverses positions), d'une conique sphérique, d'une 
loxodromie, d'une cycloïde sphérique, etc. ? — Expressions de l'élément 
d'arc et de l'élément superficiel en fonction des coordonnées sphériques 
rectangulaires X, Y. Application au problème de Viviani, à la loxo- 
dromie, etc. — Traiter, sur la sphère, les problèmes analogues à ceux qui 
ont été traites au Chapitre I, relativement aux courbes planes (tangentes 
et normales, rayon et cercle de courbure, développées, enveloppes, etc.). 

32. Étudier la courbe [loxoclromie] qui coupe tous les méridiens d'une sphère 

sous un angle constant. — Construction des cartes réduites, ou repré- 
sentation sur un plan des divers points de la sphère, de manière que les 
points d'une même loxodromie soient situés en ligne droite. Longueur, sur 
la carte réduite, du degré de latitude à partir d'une latitude donnée. — 
Expression, au moyen de la longitude et de la latitude, des coordonnées 
rectangulaires d'un point de la carte réduite, et vice versa. 
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33. Longueur d'un voyage de Hollande à Batavia, suivant des arcs de loxodromîe 

ayant pour extrémités les points suivants : 

Lonrltade. LatUude. 

Kîjkduin ^JiS.iiiE. 5a. 57.6' N. 

Rio-Janeiro 43 . i O. 22 .54 S. 

Ile Amsterdam 77-^3 £• 87 . 54 S. 

Batavia io6.54*3o E. 6.1a S. 

34. En prenant pour coordonnées sphériques la distance sphérique r d'un point M 

au pôle fixe P et l'angle p que fait l'arc de grand cercle PM ou r avec un 
demi-grand cercle fixe partant du point P, étudier les courbes repré- 
sentées par les équations 

a 
r = -y r = ae'^P. 

P 

r= a sin/?, r = a log/?. 

— Expressions de l'élément d'arc et de l'élément d'aire. 

35. Problème de Fmani, — Sur un rayon OA d'une sphère donnée, pris comme 

diamètre, on décrit un cercle, sur lequel on élève un cylindre droit. 
Étudier la courbe d'intersection de la sphère et du cylindre, rapportée 
aux divers systèmes de coordonnées. — Calculer Taire de la portion de 
sphère restée en dehors du cylindre , et l'aire de la portion de surface 
cylindrique comprise à l'intérieur de la sphère. 



III. 
i . Rectification des courbes suivantes : 
(i) 2(û»-hJrï)^ = 3rtî^. 

{2) ax^jr\ Y|:2' = .r*. 



(3) y- — art^ = ^9«*x», az = 7*. 

[^)ay—x^^ [x — ^)3 = ^/7z'. 

4 

2. Aire de la portion de l'ellipse a'^y^ — b^(iax — jc*) comprise dans l'inté- 

rieur de la parabole jr* = ex, — Exemple : a = i6, ô = 8, c = 4- 

3. Aire comprise entre la parabole et sa développée. 
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4. Quadrature des courbes suivantes : 

(i) Spirale hyperbolique. 
(2) Lituus, /•»/? = a^. 

(3) ^'-4- J^ — fl*. 

5. Rectification des courbes suivantes : 

(1) j = <7a:'*. Dans quel cas l'arc est-il une fonction algébrique de l'ab- 

scisse ? 

(2) Cissoïde. 

(3) Logarithmique. 

(4) Chaînette. 

(). Rectification et quadrature des courbes suivantes : 

(i) Développante du cercle. 

(2) Épicycloïdc et hypocycloïde. 

(3) Chaînette. 

7. Relation entre l'arc d'une courbe et l'arc correspondant de sa caustique. 

8. Si deux tangentes à la cycloïde comprennent entre elles un angle constant, 

leur somme est dans un rapport constant avec l'arc de courbe compris 
entre leurs points de contact. 

9. Une courbe étant rapportée à des coordonnées polaires, trouver le maximum 

ou le minimum : 1* de l'aire (ou de l'arc) d'un secteur compris entre deux 
rayons vecteurs dont la somme est donnée; a" de l'aire d'un secteur dont 
l'arc a une longueur donnée ; 3* de l'aire (ou de l'arc) d'un secteur dont 
les rayons comprennent un angle donné. 

10. Aire comprise entre une ellipse et sa développée. 

1 1 . Aire comprise entre deux cissoïdes do même cercle directeur et tournées 

en sens inverse, de manière que chacune ait son point de rebroussement 
sur l'asymptote de l'autre. 

12. Aire comprise entre l'ellipse ^—-{--——i et la parabole^ = acjr. 

13. Relation entre l'arc d'une courbe donnée et l'arc correspondant d'une 

courbe parallèle. — Aire comprise entre ces deux courbes et deux nor- 
males communes. 

i4. Un segment de parabole, compris entre la courbe, son axe et une ordonnée 
perpendiculaire à l'axe, tourne autour de la tangente à la parabole menée 
par l'extrémité de cette ordonnée. Calculer le volume engendré. 
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15. Volume engendré par la révolution autour de l'axe des x d'une courbe rap- 

portée à des coordonnées obliques dont l'angle est 0. — Mesure de l'aire 
de la surface engendrée. — Exemples : i° ellipse rapportée à deux dia- 
mètres conjugués; 2° parabole rapportée à un diamètre quelconque; 
3* hyperbole rapportée soit à deux diamètres conjugués, soit à ses asym- 
ptotes. 

16. Volumes engendrés : i* par une conchoïde tournant autour de son axe de 

symétrie; 2" par une cissoïde tournant autour soit de son axe de symé- 
trie, soit de son asymptote, soit de la parallèle menée par le sommet à 
l'asymptote; 3° par une cardioïde tournant autour de son axe de sy- 
métrie. 

17. Volume de la portion d'un tronc de cylindre de révolution comprise entre 

deux plans passant par l'axe. 

18. Partager le volume d'un cône de révolution en deux parties équivalentes 

par un plan parallèle à une génératrice. 

19. Étant donné un segment d'hyperbole compris entre deux ordonnées perpen- 

diculaires à l'axe transverse, calculer le volume engendré par le segment 
tournant autour de l'une de ces ordonnées. — Exemple : 2^=10, 
nb = 8, bs ordonnées réponflant k x — a ei ai x= 2n. 

20. Problème analogue pour la parabole j-^ — lAx. — Exemple : x= c ei ic 

Déterminer c de manière que la différence des volumes obtenus en faisant 
tourner le segment successivement autour de chacune des deux ordon- 
nées soit égal à i"", le paramètre 2 A étant égal à 9™. 

21. Volume compris entre deux cylindres droits dont les bases sont des para- 

boles situées dans deux plans perpendiculaires, de telle sorte que Taxe 
de l'une soit la tangente au sommet de l'autre, la distance des deux som- 
mets étant donnée. 

22. Une sphère de rayon a est coupée par une surface prismatique ayant pour 

base un carré de côté 2b. Calculer la surface sphérique et le volume in- 
terceptés par le prisme. 

23. Une sphère coupe un cylindre de révolution. Prouver que la surface totale 

de la portion de cylindre intérieure à la sphère est égale au produit du 
diamètre du cylindre par le périmètre d'une ellipse ayant pour axes les 
segments maximum et minimum interceptés par la sphère sur les géné- 
ratrices du cylindre. 

24. Une génératrice d'un cône circulaire droit faisant une révolution entière 

pendant qu'un point mobile parcourt cette génératrice d'une extrémité à 
l'autre, les deux mouvements étant uniformes, déterminer dans quel rap- 
port la courbe décrite partage la surface latérale du cône. 
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25. Volume compris entre un cylindre /(x,^) = o, un cône ayant son sommet 

à Torigine des coordonnées, un plan y=mx et le plan des xy, — 
Exemple : Le cylindre et le cône se coupent suivant la courbe ax =zji, 

26. Du sommet À d'une parabole on mène une corde ÂNB sous-tendant Tare 

AMB. Un carré, dont le plan est perpendiculaire à Taxe de la parabole, 
et qui a son côté égal et parallèle à la portion MN de l'ordonnée de la 
parabole, comprise entre la corde et Tare, et son centre au milieu de MN, 
se meut d'une extrémité à l'autre de cet arc. Calculer le volume et la 
surface du solide engendré. — Problèmes analogues en remplaçant le 
segment de parabole par un demi-cercle, par un segment de cercle quel- 
conque, par l'espace asymptotique d'une hyperbole équilatère ou autre, 
par un segment de cycloïde, etc. 

27. Étant donné un segment ABC compris entre une parabole AB, sa tangente 

au sommet AC et une parallèle BC à Taxe, sur chaque portion de paral- 
lèle à l'axe comprise entre l'arc AB et la tangente AC on construit un 
rectangle perpendiculaire au plan de la courbe, et ayant une hauteur 
égale à la portion du prolongement de sa base comprise entre l'arc el la 
corde AB. — Volume du solide engendré par ce rectangle variable. - 
Môme problème en supposant la hauteur du rectangle : i* propor- 
tionnelle à sa distance au sommet A; %** proportionnelle à sa distance à 
la droite BC; 3" égale à Tune de ces deux valeurs augmentée d'une con- 
stante. 

28. Volume commun à deux cônes obliques ayant môme base circulaire. 

29. Un cône de révolution est coupé par un plan faisant avec la base un angle 

donné et passant par une corde donnée de cette base. Calculer les vo- 
lumes et les aires des deux parties. — Cas où le plan est perpendiculaire 
à la base. 

30. Quelle est la courbe qui engendre par sa révolution un solide dont le vo- 

lume soit égal à la portion d'axe interceptée, multipliée par la demi- 
somme des bases circulaires? 

31. Par un point mener une courbe OMP satisfaisant à l'une des conditions 

suivantes : 

( I ) L'aire du segment OMP, compris entre la courbe, l'abscisse et l'or- 
donnée, a un rapport constant avec l'aire du rectangle OPMQ des 
coordonnées. 

(a) Le volume engendré par la révolution du segment OPM, autour de Ox, 
a un rapport constant avec le volume engendré par OPMQ. 

( 3 ) La surface engendrée par la révolution de l'arc OM autour de x a un rap- 
port constant avec la surface engendrée par la parallèle QM à l'axe 0^. 
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32. Étant donnée la courbe y^ = aj:, az^=jf^^ calculer Taire de la portion 

du cylindre qui projette la courbe sur le plan des ^^, comprise entre le 
plan des x/, la courbe et i** sa projection sur le plan x = x, a"* sa pro- 
jection sur le plan des^z. — Mêmes questions pour la courbe ax=zy^^ 
by = zV 

33. Volume compris entre le plan des xj, le plan x = o, et les deux cylindres 

3i. Volume compris entre les plans des xy et des /z, et les deux cylindres 
X* -h/* = <?', et j' — n^[y — z) =z o. 

35. Aire de la portion du cylindre/* h- z* = a» limitée par les plans des xy et 

des /z, et par le cylindre ax --/*. 

36. Aire de la portion du cylindre by = z* comprise entre les plans des xy et 

des jz, le plan/ = c et le cylindre r?x =/•. — Même problème relati- 
vement aux deux cylindres «* = /s, «• = xy*. 

37. Volumes compris entre les plans des xy et des jz, le plan 7 = c et les deux 

cylindres 

(i) flx =/*, et 7*-+-z* = û*; 

(2) /i*x — /*, et /* -H z* ~ rt*. 

38. Volume compris entre les plans des xy et des/z, le plan x = c et les cy- 

lindres flx =/*, et /z = fl*. 

39. Volume compris entre les plans de xy et des xz, le plan x = c, et les deux 

cylindres /* = a* — û^x*, et fl*z* = fl*x* — x«. 

40. Volume compris entre les surfaces /(x, /, z) = o et F (x, y) = o, les plans 

des xy et des xï, et le plan x — const. — Exemples : 

( I ) /« = x*z, /« = ax, x=a. 
(a) z* = ax/, y^ = ax. 

(3) x»-+-/« = ^7/, /= b. 

(4) x/z = fl>, ax = /«, les 3 plans coordonnés et x = c. 

41. Deux galeries voûtées d'inégale largeur se rencontrent à angles droits. 

Les sections des voûtes sont des demi-ellipses ayant pour axes horizon- 
taux les largeurs respectives des galeries, les demi-axes verticaux étant 
égaux entre eux. Calculer l'aire de la porlion de voûte projetée suivant 
le rectangle qui forme la partie commune du sol des deux galeries. — 
Calculer le volume de l'espace commun aux deux galeries. 
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42. On coupe un cylindre de révolution donné par un plan parallèle à son aie 
et partageant, dans un rapport donné, le diamètre de la base auquel il est 
perpendiculaire. Calculer les deux parties du volume. 

-43. Un solide ayant la forme i* d'une sphère, a* d'un segment de paraboloïde de 
révolution dont l'axe est vertical, 3" d'un cylindre circulaire ou para- 
bolique à génératrices horizontales , est plongé dans un liquide dont la 
densité est n fois la sienne : calculer à quelle profondeur il s'enfoncera 
dans le liquide. 

4i. Dans un ellipsoïde de révolution autour de son grand axe, on inscrit un 
cvlindre de révolution de volume maximum. Déterminer les volumes et 
les surfaces des parties dans lesquelles ce cylindre divise Tellipsoïde. 

4j. On fait tourner une ellipse successivemant autour de ses deux axes, et, dans 
chacun des ellipsoïdes obtenus, on inscrit un cylindre de volume maxi- 
mum. Calculer le rapport de ces deux volumes maxima. 

46. On fait faire à l'une des branches d'une hyperbole une demi-révolution au- 

tour de sa tangente au sommet , de manière qu'elle vienne rencontrer 
l'axe imaginaire. On fait tourner autour de cet axe le segment ainsi dé- 
terminé. Aire et volume du solide engendré. — Exemples : 2a = lo, 
!ib = 8. 

47. Volume engendré par la courbe y =■- a' tournant autour d'une parallèle à 

l'un ou à l'autre des deux axes coordonnés, menée par un point quel- 
conque de la courbe. 

48. Les douves d'un tonneau sont de forme elliptique, et le tonneau est de révo- 

lution autour du grand axe de l'ellipse. Il contient 200 litres; le diamètre 
de chacun des fonds est de o'",535; celui de la bonde est de o^-ôîC. 
Calculer sa lonsrueur. 
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49. Un tonneau a la forme d'un segmont d'ellipsoïde à trois axes inégaux, ter- 

minés par doux plans symétriques par rapport à l'un des plans diamé- 
traux principaux. L'axe 2/7, perpendiculaire au plan de symétrie, est 
horizontal, et le plan passant par cet axe et par l'axe ib fait un angle a 
avec l'horizon. Le tonneau est rempli de liquide jusqu'à une hauteur A 
au-dessus de l'axe 2«. On donne la longueur 2/ du tonneau, le diamètre 
de la bonde 2^, et les deux diamètres principaux 2w et 2/? de chacun 
des deux fonds. Calculer la quantité du liquide contenu. 

50. Un tonneau à douves paraboliques contient 200 litres; sa longueur, le 

diamètre de la bonde et celui des fonds sont entre eux comme les nom- 
bres 7, 6, 5. Calculer ses dimensions. — Môme question, en supposant 
1* le tonneau elliptique (comme ci -dessus), 2° le tonneau composé de 
quatre troncs de cône d'égale hauteur, et dont les rayons de^ bases sont 
connus. 



LIVRE III. — EXERCICES. 283 

51. Deux paraboles CAD, CBD, de sommets A et B, ont leurs axes AE, BE per- 

pendiculaires entre eux, et une corde commune CD perpendiculaire à ces 
deux axes. Étudier la surface lieu des paraboles d'axe mobile AE et de 
sommet mobile A passant par les divers points de la parabole CBD. — • 
Sections planes parallèles à CBD; leurs aires. Volume du solide ACBDA. 
Aire d'une section parallèle à CAD. 

52. Le centre d'un carré horizontal, de grandeur variable, se meut sur le 

diamètre vertical d'un cercle vertical , de manière que le côté du carré 
soit toujours égal et parallèle à la corde suivant laquelle son plan 
coupe le cercle. Volume et aire de la surface engendrée par le contour 
du carré. — Mômes problèmes, en remplaçant le carré par un polygone 
régulier de%n côtés, dont l'apothème soit toujours égal à la demi-corde 
du cercle. 

53. Aire du paraboloïde de révolution. — Centre de gravité et moments d'inertie 

de cette aire. 

54. Densité moyenne d'une sphère composée de couches concentriques homo- 

gènes dont la densité varie suivant une loi donnée, par exemple, en 
raison inverse de la distance au centre. 

55. Centre de gravilé d'une sphère, en supposant que la densité de chaque section 

perpendiculaire à un diamètre donné soit proportionnelle au carré de la 
distance d'une des extrémités de ce diamètre à la circonférence de cette 
section. 

50. Dans un paraboloïde de révolution, la densité d'une section perpendiculaire 
à l'axe est proportionnelle au rayon de cette section. Un segment du 
paraboloïde, limité par une de ces sections, est en équilibre sur un plan 
horizontal. Quel angle fait l'axe avec le plan horizontal? 

57. Centre de gravité d'un arc de parabole dont la densité est proportionnelle à 

la distance à l'axe. 

58. Centre de gravité du solide engendré par la révolution d'une courbe 

f[jo^X) = o autour de l'axe des x, la densité étant fonction de x, 

59. Centre de gravité d'un serment de cycloïJe compris entre l'arc compté 

depuis le sommet et les coordonnées de l'autre extrémité de cet arc par 
rapport au sommet pris pour origine. 

60. Centre de gravité d' un prismoïdc, ou corps hexaédrique dont les bases sont 

deux rectangles ayant leurs côtés respectivement parallèles , les quatre 
autres faces étant des trapèzes. 

61 . Centre de gravilé d'un segment de sphère. 



284 LIVRE III. — EXERCICES. 

62. Centre de gravité du volume engendré par la révolution d'un segment de 

cercle autour d'un diamètre ne coupant pas ce segment. 

63. Moments d'inertie d'un tore par rapport à son axe de révolution et à son plan 

de symétrie perpendiculaire à cet axe. 

64. Les deux surfaces intérieure et extérieure d'une voûte étant deux sphères 

concentriques, on en prend une portion comprise entre deux plans ver- 
ticaux passant par le sommet de la voûte, et une surface conique ayant 
pour sommet le centre des deux sphères et pour axe la verticale du 
sommet de la voûte. Calculer la distance du centre de gravité de cette 
portion à la verticale du sommet. 

65. Trouver une courbe telle que le segment AT, intercepté sur la tangente 

en un point fixe A de la courbe par la tangente TM en un point variable M, 
soit égal à la distance du centre de gravité de l'arc AM à une perpendi- 
culaire A:r à la tangente AT. 

66. Trouver une courbe telle que l'abscisse Ç du centre de gravité de l'arc soit 

une fonction donnée de l'abscisse x de l'extrémité de cet arc. — Exemple: 
Ç = ax. 

67. Trouver les distances du centre de gravité d'un triangle sphérique aux plans 

des trois grands cercles qui forment les côtés du triangle. 

68. Centre de gravité d'un demi-ellipsoïde de révolution. 

69. Un cône de révolution étant coupé par un plan parallèle à une génératrice, 

trouver les centres do gravité des deux parties du volume. 

70. Aire et centre de gravité du quadrilatère curviligne compris entre quatre 

paraboles de môme foyer et de même axe, dont deux ont l'ouverture 
dirigée dans un sens et les deux autres en sens contraire. 
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71. Trouver une courbe, do forme analogue à la parabole, et qui soit telle que 

la tangente en un quelconque M de ses points rencontre la tangente au 
sommet A de la courbe en un point T, dont la distance à A soit égale à la 
distance entre le centre de gravité de l'arc AM et l'axe Ax normal à la 
courbe en A. 

72. Moments d'inertie d'un arc de la parabole j* -= acx par rapport aux axes 

coordonnés. 

73. Moment d'inertie de l'aire d'un triangle par rapport à une droite menée par 

un de ses sommets et non située dans son plan. — Moment d'inertie, par 
rapport à la môme droite, du volume engendré par la révolution du triangle 
autour de cette droite. 

74. Du volume d'un hémisphère on retranche celui d'un cylindre tangent à la 
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base de rhémisphère et ayant pour diamètre le rayon de la sphère (voir 
problème de Vivian! ). Trouver le centre de gravité du volume restant. 

75. Volumes, aires, centres de gravité, moments d'inertie des solides de révo- 

lution engendrés par les courbes suivantes : 

(i) Cycloïde tournant autour de sa base ou de la tangente en son sommet 
ou en son point de rebroussement. 

(i) Logarithmique. 

(3) Chaînette r= flCh- tournant autour de l'un ou de l'autre des axes 

a 

coordonnés. 

76. Un vase a la forme d'une couche sphérique comprise entre deux hémisphères 

concentriques. On le remplit d'eau, puis on le fait rouler sans glisser sur 
le plan horizontal. Lieu du centre de gravité du volume de l'eau qui y 
reste. 

77. Moment d'inertie d'un tétraèdre homogène par rapport à une de ses arôtes. 

78. Attraction de la surface ou du volume d'un cône de révolution sur son 

sommet. 

79. Attraction de la circonférence ou do l'aire d'un cercle sur un point intérieur 

ou extérieur. 

80. Attraction, sur un point, de la surface ou du volume d'un cylindre indéfini, 

agissant suivant la loi de Newton. 

81. Composantes de l'attraction exercée, en raison inverse du carré de la 

distance, 

( i ) Par un point M sur une droite finie AB, perpendiculaire à MA; 
(a) Par la portion MM' de la ligne M M'A sur la perpendiculaire AB; 

(3) Par un point de l'axe d'un cercle sur l'aire de ce cercle; cas d'un cercle 

inGniment grand ; 

(4) Par le volume d'un cylindre de révolution sur un point de son axe. 

82. Centres d'oscillation des corps suivants : 

( I ) Droite homogène suspendue par son extrémité. 

(2) Droite homogène suspendue par son milieu et oscillant parallèlement à 

elle-même. 

(3) Parabole mobile autour d'un axe horizontal [a) situé dans son plan, 

(b) perpendiculaire à son plan. 

(4) Cercle mobile autour d'un axe rencontrant perpendiculairement son axe 

de figure. 
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( 5 ) Solide de révolution mobile autour d'un axe rencontrant perpendicu- 
lairement son axe de flgure. — Exemples : Paraboloîde, cône, 
sphère. 

(6) Cercle mobile autour d'un axe perpendiculaire à son plan. 

83. Centre de pression d'un fluide contre une portion de paroi verticale ayant 
la forme d'un segment de parabole d'axe vertical, dont le sommet est en 
haut, la base étant une corde horizontale. — Môme question pour une 
paroi ayant la forme d'un rectangle vertical surmonté d'un demi-cercle. 



LIVRE QUATRIÈME. 

THÉORIE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 



CHAPITRE PREMIER. 

DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ENTRE DEUX VARIABLES 

EN GÉNÉRAL. 



§ I. 

IMTÉORATIOn DES EXPRESSIONS DIFFÉREKTIELLES DU PREMIER ORDBE 

ET DU PREMIER DEGRÉ, 
CONTENAMT PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDAIMTES. 

772. Soit donnée une expression diflerenlielle de la forme 
(i) M<Lr-hNdx, 

M et N étant des fonctions des deux variables indépendantes Xfj. 
Pour que celte expression soit la difTérentielle d'une fonction 

de ces variables, il faut que M et N soient égales aux dérivées par- 
tielles -r-> -r- de cette fonction, d'où il résulte [307] que Ton doit 

avoir identiquement t 

ÔM d*u âN 

Nous allons voir mainteùant que celte condition est non-seulement 
nécessaire, mais encore suffisante. 
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773. S*il existe une fonction u telle que l'on ait 

cette fonction, ayant Mdx pour sa différentielle partielle par rap- 
port à X, sera comprise dans la formule générale 



'" X 



X 

M dx H- Y, 



Xo étant une constante quelconque, et Y une quantité arbitraire, 
indépendante de x et pouvant être fonction de^'. 

La fonction cherchée doit avoir, de plus, pour dérivée partielle 
par rapport à j^, l'expression donnée N. Il faudra donc que l'on ail 
identiquement, en différentiant par rapport à y l'expression (2), 
d'après le n** 470, 



J X 



or dy 



d'où l'on tire 

'^y Jx. ^y 

Le premier membre étant indépendant de x, il devra en être de 
même du second; et réciproquement, si le second membre est 
indépendant de x, on pourra toujours déterminer, par l'intégra- 
iion, la fonction Y qu'il reste à trouver pour compléter la valeur 
{ 2) de la fonction m. Il faut donc et il suffit, pour que le problème 
proposé soit possible, que la dérivée partielle du second membre 
de (3) par rapport à x soit identiquement nulle, ce qui donne la 
condition nécessaire et suffisante pour que l'expression (i) soit 
intégrable, c'est-à-dire pour qu'elle soit la différentielle exacte 
d'une fonction des deux variables indépendantes x,y, savoir 

m. En supposant cette condition vérifiée, substituons, dans 
l'équation (3), à -7-7 sa valeur — j tirée de (4). Si l'on désigntî 
par No la valeur que prend la fonction N lorsqu'on y fait x = Xo^ 
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00 aura 



X 






^ ^£r r=: N - No, 



et, par suite, la valeur de -r- se réduira à 

— = No, d'où y :== / No^j -+- C, 

j'o et C étant des constantes quelconques. Donc, enfin, la fonction 
la plus générale, qui a pour différentielle Mrfx -f- Nrfy, et que nous 

désignerons par 

/(Mi/ar + NdTr), 

a pour valeur 



u—\ VLdx-^ 1 NocÇr-^-C. 



Si l'on avait commencé l'intégration par le terme Ndy, on au- 
rait trouvé de la même manière, en désignant par Mo la valeur de 
M pour y = y^^ cette autre expression de «, équivalente à la précé- 
dente. 



N^jH- / Morùr-f-C. 



Exemple. — Soit proposé d'intégrer la différentielle 



x 



On a ici 






Mzn-H ^—-, N==-- r^' 



et Ton peut d^abord vérifier aisément que ces valeurs satisfont à la 
condition d'intégrabilité (4)* On a maintenant 



X 



JyLdx = logx -H arc tang - -h Y, 



d'où, en prenant Xq = i , 



X 



* X I 



, MdLi' = \of^x 4- arc tang arc tang - • 

H. — Cour$ de Calcul iiifin,, II. 19 
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Ensuite 



/n,'0-=/(-^ - ^)rfr= log 1 +arctangj: +C. 



Donc 



u = log — h arc lang — h C. 



77S. Remarques, — I. Sî Texpression Me/or -f- N^/; se décompose 
en deux parties, dont Tune soft évidemment une différentielle 
exacte du^ (comme cela a lieu, par exemple, lorsque cette parlie 
ne dépend que d^une seule des deux variables), la partie restanle 
Mr/x -f- Nrf^ — dux = d[u — Ui) devra satisfaire séparément à la 
condition d'intégralité, et alors on pourra l'intégrer séparémenl 
par la règle du numéro précédent. 

Ainsi, dans l'exemple que nous venons de traiter, Texpression 
proposée pouvant s'écrire sous la forme 

les deux premiers termes forment évidemment la différentielle de 

X 

logx — logy = log- • Il ne reste plus qu'à intégrer le dernier terme, 
dont l'intégrale est arc lang - -+- C. 

II. On peut quelquefois simplifier le calcul au moyen d'un chan- 
gement de variables indépendantes. En posant, par exemple, 

x-=i r cos/?, y = rsin/>, 
Tcxpression 



dx dy f X \ 



se réduit à 

dr I — ces/? 

r siup 

dont l'intégrale est 



dp. 



C H-log[r{i + cos/>)] = Ch- log(*-+-v^Jc*H-j'*). 
776. Si Ton donne une expression différentielle à trois variables 
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ÎDdépendantes x, y, z, de la forme 

on verray comme précédemment , que, si cette expression est la 
différentielle d*une fonction u des trois variables indépendantes, 
rintégrale u sera comprise dans la forme la plus générale, 

(Z étant une fonction de z seul), des fonctions dont la différentielle, 
prise partiellement par rapport à a: et à j^, est Mrfx -f- Nrf^. Pour 
qu'il existe de telles fonctions, il faut et il suffit d'abord que la 
condition 

djr dx 

soit identiquement vérifiée. 

On trouve ensuite, en exprimant que cette fonction doit avoir P 
pour dérivée partielle par rapport à z, 

dz ôz 

Or, on a [774] et [307 J 



dz 






=x:^"'-r(").=,,* 



d'où 






Le second membre devant être indépendant de x et de y, on 
trouve, en égalant à zéro ses dérivées partielles par rapport à ces 
deux variables, les deux nouvelles conditions 



ÔJs dz ôf ôz 



>9 
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qui, jointes à la précédente, forment les trois conditions nécessaires 
et suffisantes pour Tintégrabilité de la différentielle proposée. 

En désignant par Poo ce que devient P lorsqu'on y fait à la fois 
X ==:Xo,j ^=^yo9 on aura alors, comme dans le cas précédent, 

' MJ'x-f-/ No<r--i-/ Poorf-4-C. 

En suivant la même marche, on trouverait aisément les condi- 
tions d'intégrabilité et Fexpression de l'intégrale dans le cas d'une 
différentielle renfermant un nombre quelconque de variables in- 
dépendantes. 

777. Nous venons de voir que, dans le cas de trois variables, 
les conditions d'intégrabilité sont au nombre de i -h 2 =: 3. Dans 
le cas de n variables, le même raisonnement conduirait à un nombre 
de conditions d'inlégrabilité égal à 

I-^2-^...^-f/l — 1. .- • 

Jacobi a cependant démontré que, pour n ^ 3, ces conditions ne 
sont pas toutes distinctes entre elles, et que leur nombre peut se 
réduire à an — 3. 

Soient, en effet, jr,, Xj, ..., JT/i les n variables indépendantes, et 

( I ) Ml r/Xj -H M, (ix^ -h . . . -t- f^n^n 

la différentielle donnée. Si l'on pose, pour abréger, 

f.,, àMi ÔMj, 

il faut et il suffit, pour que la différentielle (i) soit intégrable, que 
toutes les quantités [ik) s'évanouissent identiquement. 
Or, de ridentité 

d(Al) dili] d[i^ __ 

^ ÔJ^i ÔJ-fe dxi 

qu'il est aisé de vérifier, il résulte que, dès que l'on aura à la fois 

[ik] =z o, {//; = o, 

la quantité (hl) ne contiendra pas Xi, 
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Cela posé, si Ton a en même temps les ideDtités 

(l2)r=0, 

(23)r=0, (l3)=rO, 

(34)=:0, (l4) -+-.r3(24) = 0, 

les égalités (i3) = o, (34)= o montrent que {i4) ne contient 
pas Xj; les égalités (23) = o, (34) = o montrent que (24) ne 
contient pas non plus x^. Donc Tégalité (i4) H-X8(24) = o ne 
peut avoir lieu identiquement que si Ton a à la fois (14) = et 
(24) =0. 

En coDtinuant de la même manière, on verra que les - ^ ^ 

conditions [ik) = o sont la conséquence des 2/z — 3 suivantes : 

0=::ï2), 

o = ;23), o=[i3), 

Or.::34), 0=z(I4)^-.r,(24), 

o^.'45), or:i;i5) -h .r4(25) -h xj(35), 



€}=^[/i~ i,//), o = (I/l)-^.r^_,(2/?)-^.^J_ j (3/i) -H...-h.rJ_5(/i — 2, n). 
Dans ces équations, on pourrait remplacer les multiplicateurs 

•^31 "^41 "^4» • • •. ^n — Il • • • » *^n--\ 

par des fonctions quelconques 

V y 1» Y ^(«-3) 

Aj, A^, A^, • • • « A^j_ I , • • • t ^n^l ' 

assujetties aux seules conditions que les quantités 

'■/» ''/» • • • » '^Z 

ne soient pas toutes indépendantes de Xi et que, si les coefficients 
a, a', . . . , a^'"-^ ne sont pas tous nuls, on ne puisse avoir entre )',• , 
/' , ... aucune relation linéaire de la forme 

dans laquelle a, a^ . . . , a^^"-^ soient tous indépendants de x/. 

778. Démontrons maintenant deux théorèmes qui seront plus 
lard d'un fréquent usage. 



(•) 



= o. 
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J. Si i£ et ^ sont deux fonctions des variables indépendantes x, 
y y la condition nécessaire et suffisante pour que u soit une fonctioD 
de V est que l'on ait identiquement 

[ au du 
Ox df 

as* di> 
àx ôf 

En effet, i^ si u est fonction de ^, on a, en posant u =f (t^), 

du dv du ., . dp 

d'où, par division, on tire immédiatement la formule (i). 

2° Si M et ç' sont deux fonctions de x et de y, on peut, de la 
relation v=zJ(^Xyj), tirer j^ en fonction de u et de a:, et, en sub- 
stituant cette valeur dans l'expression de u, on a généralement 

1/ ™<p(j:, (•), 



d'où l'on tire 



au . âv du , dv 



La condition (i) devient alors 

di* 
Or, i' contenant en général j, -v- n'est pas identiquement nul. Donc 

on a (!/{x) =. o, et, par suite, l'expression de u ne dépend que de v 
seul. 

Si \f ne contient pas^'^, on aura -^ == o. Dans ce cas, si l'on sup- 

f ^ .y . du it \ dv . , 

pose i£ =:(5)(i/), il vient— =(p («^j -r- ^^o, et, par suite, le premier 

membre de la formule (i) est bien identiquement nul. Réciproque- 
ment, si la relation (i) a lieu, et que l'on ait-r- = o, il en résul- 
tera -r- = o ; u est donc fonction de x seul, et par suite aussi de v 

seul. 

Ce théorème n'est autre chose qu'un cas particulier de celui 
quç nous avons démontré sur les déterminants fonctionnels [316]. 
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779. II. Si tt el V sont deux fonctions des variables indépen- 
dantes a:, ^, alors l'expression uâsf sera une diCTércntielle exacte, 
si u est fonction de i^; et, réciproquement, u sera fonction de i% 
si IX ^M est une différentielle exacte. 

En effet, la condition d'intégrabilité de l'expression 

, dp , dv 

dx dy -^ 



est 



("S <'(4.) 



ou, en réduisant, 



OX àx 



du àv du dv 

dy dx dx djr 



ce qui n'est autre chose que la relation (i) du numéro précédent, 
laquelle est nécessaire et suffisante pour que u soit fonction de v. 



§11. 

FORMATTOî* d'uHE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DU PREMIER ORDRE 
PAR l'élimination d'uNE CONSTANTE ARBITRAIRE. 

780. Soit donnée une équation 

.0 • F(x,j)=C, 

représentant une série infinie de courbes, lorsqu'on fait prendre à 
la constante arbitraire C une infinité de valeurs successives. Si 
l'on différentie cette équation, la relation 

dY ,d? 
,:.) ./t:=o, ou _^4-,---=.0, 

qui ne contient plus C, exprime une propriété commune à toules 
ces courbes, propriété qui consiste en une relation entre les 
coordonnées d'un point et Tinclinaison de la tangente en ce point, 
ou, ce qui revient au même, entre les coordonnées d'un point et 
les quantités, telles que la sous-tangente, la sous-normale, etc., 
qui dépendent de l'inclinaison de la tangente. 
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Celle relalion s'appelle une équation différentielle, et celle 
équation différentielle est dite du premier ordre y parce qu'il n'y 
entre que les différentielles du premier ordre de x et dey, ou, en 
d'autres termes, parce qu'il n'y entre que la dérivée du premier 
ordre de j^ par rapport à x. 

Les équations (i) et (2) étant chacune une conséquence de 
Tautre, l'équation (2) peut remplacer l'équation (i) et représente 
la même série infinie de courbes. 

L'équation (i), qui est l'équation finie la plus générale qui satis- 
fasse à l'équation (2), d'où elle se tire par l'intégration immédiate, 
est dite V intégrale générale de l'équation (2). 

Exemple. — Soit l'équation 

représentant une suite infinie de cercles qui ont pour centre 
commun l'origine des coordonnées. Cette équation donne, en dif- 
férentiant, 

Y 

a--+-r/— o, ou -/nr — I, 

équation différentielle qui exprime que la tangente est perpendi- 
culaire au rayon vecteur. Cette même relation peut encore s'écrire 
ainsi : 

et sous cette forme elle exprime que la normale au cercle passe à 
l'origine. 

781. Si le premier membre de l'équation (2), par une transfor- 
mation quelconque, se trouve multiplié par un certain facteur p., 
l'équation résultante 

(3) ii.d¥ = o 

est bien une conséquence de l'équation (i). Maïs ici la réciproque 
n'est plus vraie, puisque l'équation (3) peut être vérifiée, non- 
seulement lorsqu'on pose dF = o ou F = const., mais encore 
lorsqu'on pose 

(4) f*^0' 
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équation qui ne contient pas de constante arbitraire et qui ne peut, 
en général, coïncider avec (i), ni même être un cas particulier de 
(i) pour une valeur convenablement choisie de C, sauf des cas 
exceptionnels. 

L'équation (3) admet donc deux solutions finies, l'une prove- 
nant de rfF = o, et qui est l'intégrale générale (i), l'autre (4), qui 
ne contient pas de constante arbitraire et qui représente une 
courbe ne faisant pas partie, en général, de la série représentée 
par l'équation (i). Cette dernière solution s'appelle tantôt une 50- 
lution singulière, tantôt une solution étrangère de l'équation dif- 
férentielle (3), suivant que la valeur dej^, tirée de la différentielle 
de l'équation (4) et substituée dans l'équation (2), satisfait ou 
non à cette équation. 

782. Exemples, — I. Soit l'équation 



On en tire, en difiiérentiant, 

. _, _ rdy ^ xdx 
Si dr >t- — — — o. 

Si l'on vient à faire disparaître le dénominateur, l'équation diffé- 
rentielle ainsi obtenue. 



( 7 ) dy ^ y'^ — x' •+• ytfy — '^dx -t o. 



sera le produit de l'équation ((3) par le facteur yjy'^ — j:^. Elle 
sera donc vérifiée soit en prenant l'intégrale générale («), soit en 
posant 

V^jr*— .r*r- o. 

Cette dernière équation, ne pouvant coïncider avec (a) pour au- 
cune valeur de C combinée avec des valeurs finies des variables x 

dy 
elyy et donnant d'ailleurs pour -- une valeur qui satisfait à l'équ a- 

lion (y), sera une solution singulière de cette équation, laquelle 
équation est, comme on voit, plus générale que l'équation primi- 
tive (a). Cette augmentation de généralité provient de ce qu'on 



29^ LIVRB IV. — CIIAP. 1, § II. 

a multiplié ((3) par un facteur susceptible de s'annuler pour des 
valeurs finies de x et de j^. 

II. Soit Téquation 

La différentiation donne 

x'^fly -+- ( /îjr"-*j — hx" ) fU zzz o, 

que Ton peut mettre sous la forme 

et cette équation est équivalente à la proposée. Si maintenant on 
supprime le facteur x" ', et que Ton propose Téquation 

(A) xdj- -4- (/!)• — bjr)ffx = o, 

cette équation, équivalente à 

j:f--T'{'^''(-'-,T^-T)]=o. 

admettra non-seulement la solution que Ton obtient en égalant le 
second facteur à zéro, et qui conduit à l'intégrale générale, mais 
encore toute solution qui peut satisfaire à l'équation 

1 

= o. 



x"-^ 



Cette équation ne donne pas de solution admissible pour iiZi, 
Pour /i<^i, elle donne a: = o, solution qui, pour n positif, est 
comprise dans l'intégrale générale et correspond au cas de C = o; 
c'est donc alors une intégrale particulière. Pour n = o, l'intégrale 
générale, devenant alors j — bx = C, ne peut être vérifiée par 
aucune valeur de C combinée avec x =^ o : cette solution x = o est 
donc une solution singulière ou étrangère de (A). Or celte solu- 
tion donne j) '= 00 , tandis que, d'après l'intégrale générale, on 
doit avoir j'':^ b. Donc c'est une solution étrangère. Enfin, pour 
n <^o, X = o redevient une intégrale particulière, correspondante 
à une valeur infinie delà constante C. 

783. Si l'équation primitive n'est pas résolue par rapport à la 
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constante C, et qu'elle se présente sous la forme 

(i) F{x,r,c)-^o, 

on pourra, entre cette équation et sa dilTérentielle 

(2) dT{x,X,C)r:^0, 

éliminer la constante C, et Téquation résultante 

(3) 4'^'£)=° 

exprimera encore une propriété commune à toutes les courbes 
représentées par l'équation (i). 

L'équation (2) est plus générale que l'équation (i), lorsqu'on la 
considère isolément, car elle équivaut à 

C étant une nouvelle constante arbitraire. Mais, si l'on combine 
cette équation {2) avec l'équation (i) elle-même, cela revient à 
supposer C'=o, et l'on est ainsi ramené à une généralité qui ne 
dépasse pas celle de l'équation (i). 

784. Si la combinaison des équations (i) et (2), qui conduit à 
Téquation différentielle (3), se fait sans introduction de facteurs 
étrangers, l'équation résultante (3) pourra remplacer l'une des 
deux autres, (2) par exemple. Or l'ensemble des équations (i) et 
(2) donne, pour chaque système de valeurs de x et de y, une cer- 
taine valeur de j'', ne contenant pas C. Donc (3) exprime la même 
liaison entre oo^y^y que l'ensemble des équations (1) et (2). 

Cela a lieu encore, lors même que l'on aurait introduit ou sup- 
primé, pendant l'élimination de C, des facteurs quelconques, 
pourvu qu'ils fussent indépendants de y'. Ainsi l'introduction de 
tels facteurs n'empêche pas l'équation (3) de représenter la rela- 
tion entre x^y^y qui résulte de l'équation (i), ce qui est le carac- 
tère essentiel d'une équation différentielle. 

Mais, si l'élimination de C a introduit un tel facteur \).^ indépen- 
dant dej'', de sorte que l'équation (3) soit de la forme 
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cette équation pourra être encore vérifiée en posant |ui= o, ce qui 
répond généralement, comme dans les exemples ci-dessus, à une 
solution singulière ou à une solution étrangère. Cette solution 
singulière ou étrangère provient de ce qu'alors (3) n'est plus la 
conséquence pure et simple de (i), puisqu'on a augmenté sa géné- 
ralité par l'introduction du facteur étranger /x. 

785. Si l'on suppose tout facteur étranger supprimé, l'équation 
(3), établissant une relation non identique entre 0Cyj,j', équi- 
vaut à l'équation (i); car celle-ci peut toujours se mettre sous la 
forme 

En la diflerentiant sous cette forme, on trouve une relation 

dm = O 

indépendante de C et équivalente à tj = C [780]. Mais cette rela- 
tion dx3 = o entre Xyj,y ne peut qu'être identique avec l'équa- 
tion (3) délivrée de tout facteur étranger, puisque les deux rela- 
tions doivent toujours fournir, pour chaque système de valeurs de 
X el de j^, les mêmes valeurs àe y'. Donc l'équation (3) équivaut 
entièrement à l'équation primitive (i) et représente la même série 
de courbes. 

786. On peut éclaircir ce que nous venons de dire à l'aide d'une 
représentation géométrique fort simple. 

Considérons C comme l'ordonnée variable, perpendiculaire au 
plan des xy, d'une surface ayant pour équation l'équation donnée 
(i). Si l'on attribue à C, dans cette équation, une valeur con- 
stante, alors l'équation représentera une ligne de niveau [648] de 
cette surface, ou, ce qui revient au même, la projection de celte 
ligne de niveau sur le plan des xy. Ainsi l'ensemble des courbes 
représentées par l'équation primitive (i), lorsqu'on y donne à C 
toutes les valeurs possibles, peut être considéré comme le système 
des projections sur le plan des xj de toutes les lignes de niveau 
de la surface F (x,j^, C) = o. 

Pour chaque système de valeurs de x et de y y on a un certain 
point de la surface par lequel passe une ligne de niveau détermi- 
née. En menant la tangente à cette ligne de niveau, on a une va- 
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leur déterminée de j' pour chaque système de valeurs de x et dej^. 
Si nous construisons, par rapport aux mêmes axes, une nouvelle 
surfacey*(j:,j^, j^') = o, dont les ordonnées perpendiculaires en 
chaque point du plan des xj représentent les valeurs correspon- 
dantes àej', on aura ainsi deux surfaces liées entre elles de telle 
manière que la première détermine complètement la seconde. 

Réciproquement, le j*' des lignes de niveau est donné pour cha- 
cune d'elles par la difTérentiation de Téquation (i) dans Thypothèse 
de C constant, ce qui donne Téquation 

(2) d¥ ^Oy ou Fi(x,7,/, C; =0. 

Si l'on combine (1) et (2) de manière à éliminer C, sans introduire 
de facteurs étrangers, Téquation différentielle (3) pourra remplacer 
une des équations (i) et (2). Or, si Ton avait mis l'équation de la 
surface (i) sous la forme C = ct(x,j^), la différentiation aurait 
donné immédiatement l'équation de la seconde surface, dontj^' est 
l'ordonnée, et de cette dernière équation du = o, équivalente à 
(3), on aurait déduit, par l'intégration immédiate, l'équation de la 
surface primitive (i). Donc les deux surfaces sont telles, que cha- 
cune d'elles est complètement déterminée par l'autre. 

787. Cependant l'équation différentielle (3) ne convient pas 
seulement, en général, aux projections des courbes de niveau de 
la surface (i), mais encore à l'enveloppe de ces projections [581]. 
Imaginons que l'on circonscrive à la surface (1) un cylindre dont 
les arêtes soient parallèles à l'axe des ordonnées C [646], et dont 
la base sera le contour apparent de la surface sur le plan des xj. 
La courbe de contact du cylindre avec la surface a, en chacun de 
ses points, sa tangente comprise dans le plan tangent commun au 
cylindre et à la surface, lequel contient en même temps la tangente 
à la ligne de niveau qui passe par ce point. Il s'ensuit de là que, 
les deux tangentes ayant même projection sur le plan des xy^ la 
projection de la courbe de contact est tangente en chacun de ses 
points à la projection de la ligne de niveau correspondante à ce 
point; en d'autres termes, le contour apparent de la surface est 
l'enveloppe des projections des lignes de niveau. Donc, en chaque 
point de cette enveloppe, lej^' est le même pour le contour appa- 
rent et pour l'enveloppée qui passe en ce point. Donc, la relation 
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qui donne lej' de l'enveloppée qui passe au point {jc,jr) de l'en- 
veloppe doit être vérifiée aussi par lej^' de Tenveloppe, c'esl-à- 
dire que Tenveloppe satisfait aussi bien que les enveloppées à 
Téquation difTérentielle (3). 

Généralement^ la courbe de contact du cylindre parallèle aux 
ordonnées n'est pas une courbe de niveau de la surface ; donc, en 
général y le contour apparent ne fait pas partie de la série des pro- 
jections des lignes de niveau. L'équation de l'enveloppe fournit 
donc une solution de Téquation difliérentielle, ne contenant point 
de constante arbitraire, et ne faisant point partie, en général, de 
la série des courbes représentées par l'équation intégrale géné- 
rale (i); mais la valeur de y' y tirée de cette solution, satisfait à 
l'équation différentielle (3), en ayant égard, en général, à l'équa- 
tion de l'enveloppe elle-même. Une telle solution est une solution 
singulière de l'équation différentielle. On voit que, bien qu'elle 
ne rentre pas comme cas particulier dans l'intégrale générale, elle 
n'en est pas moins indissolublement lice à cette intégrale, dont elle 
est une conséquence. 

788. Cette solution singulière, c'est-à-dire l'équation du cylindre 
parallèle aux ordonnées et circonscrit à la surface (i), peut être 
donnée, dans certains cas, par les facteurs étrangers introduits 
pendant ou après l'élimination de C. Mais ces facteurs, égalés à 
zéro, peuvent aussi représenter des cylindres ayant pour bases des 
courbes de niveau : ce sont alors des intégrales particulières, 
pouvant se déduire de l'intégrale générale en particularisant con- 
venablement la constante C ; ou bien ces cylindres ont pour bases 
des courbes qui ne sont ni des projections de lignes de niveau, 
ç>i l'enveloppe de ces projections, et qui n'ont, par conséquent, 
aucune relation essentielle avec l'équation différentielle, puisque 
la valeur dej' que l'on tirerait de ces solutions par différent! ation 
ne saurait coïncider avec celle que donne l'équation différentielle, 
et qui ne convient qu'aux projections des lignes de niveau et à leur 
enveloppe. Nous appellerons, pour cette raison, ces solutions des 
solutions étrangères de l'équation différentielle. 

Il ne faudrait pas croire cependant que de telles solutions doi- 
vent être rejetées a priori; car, si les conditions d'un problème 
donnent l'équation différentielle sous la forme p.cp{*r,j^,^'} = o, 
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il peut arriver que ce soit le facteur jui qui, égalé à zéro, fournisse 
la vraie solution. 

789. Exemples, — I. Étant donnée Téquation 

on en tire, en différentiant, 

jrtijrzzz Cr/x, 
d'où, en éliminant C, 

r= — > ou S/=2-r, 

expression de la propriété connue de la sous-tangente à la para- 
bole, laquelle est la môme pour toutes les paraboles de môme 
sommet et de même axe. 

Réciproquement, de l'équation j'= -^—^ on tire 

9. dr flr. 

d'où, en intégrant, et représentant par logsC la constante arbi- 
traire, 

2 iogj = log x -h log 2 C, ^-' := -2 C X, 

ce qui montre que Téqualion primitive est une conséquence de 
Téquation différentielle. 

II. Soit Téquation générale des coniques concentriques 



On en lire 



y y' 

X 



OÙ, en introduisant la sous-tangente relative à Taxe des jk> S)= xj', 
On a donc 

r*=jS',-f-A, ou s;==j-^, 
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propriété commune à toutes les coniques, et qui sert à la con- 
struction de la tangente. 

Réciproquement, de Téquation différentielle, mise sous la forme 

^y^:> y ou -^ — — -A =o, 

on tire, par l'intégration, 

-log(/-j»)-i.loga«-hlog;-C;==o, 

d^où Ton déduit Téquation primitive proposée. 
III. Soit l'équation générale 

des paraboles tangentes aux deux axes coordonnés et ayant pour 
axe principal la bissectrice de l'angle de ces axes. On tire de cette 

équation, en différentiant, 

flr dr 

—^ =0; 

si Ton chasse les dénominateurs, cette équation différentielle prend 
la forme 

^ ^ VV* six) 

Sous cette forme, on voit qu'on y satisfait, non-seulement en an- 
nulant le second facteur, ce qui donne l'intégrale générale, mais 

encore en posant \]x^ = o, ce qui donne le système des axes coor- 
donnés. Or, chacun de ces axes étant tangent à chaque parabole, 
leur système n'est autre chose que l'enveloppe de la série de para- 
boles ; il représente donc une solution singulière de l'équation dif- 
férentielle. 

790. Nousdémontrerons bientôt d'une manière rigoureusequ'une 
équation différentielle donnée a priori, 

admet toujours une intégrale générale renfermant une constante 
arbitraire, c'est-à-dire qu'il existe une surface dont les tangentes 



CONSTRUCTION d'uNE ÉQUATION DU PREMIER ORDRE. 3o5 

à une même ligne de niveau quelconque satisfont toutes à cette 
équation. 

Si Ton représente l'intégrale générale par une courbe, on peut 
dire que Féquation de cette courbe sera telle que, en disposant 
convenablement de la constante arbitraire qu'elle renferme, on 
pourra faire passer cette courbe par un point du plan désigné à 
volonté. 

On peut donner comme il suit un premier aperçu de la démon- 
stration de ce théorème. A Taide de l'équation différentielle, mise 
sous la forme 

(l) rfj = y(x, j)r/.r, 

construisons un polygone infinitésimal passant par un point donné 
{jCo,jo)y dont les côtés aient pour projections sur Taxe des x les 
valeurs successives de dx, savoir 

(i*v^ — t-Cj — "^Oi ftjc^ — .îTj — '^ij • • • 1 

et pour coefficients d'inclinaison les valeurs correspondantes de 

?(x,j), , , , , 



• • • • 



La limite de ce polygone sera une courbe passant par le point ar- 
bitraire (^ojJTo)» ^^ \.e\\e que les coordonnées de chacun de ses 
points et le coefficient angulaire de la tangente correspondante sa- 
tisfont à l'équation différentielle. 

On peut encore, ce qui revient au même, construire une série 
de points ayant pour abscisses successives 

et pour ordonnées correspondanles 

En joignant ces points par un trait continu, on a le polygone infi- 
nitésimal de tout à l'heure. 

791. On conçoit facilement la présence d'une constante arbi- 
traire dans l'équation intégrale générale. En effet, l'équation diffé- 

H. — Cours de Cale, infinie, II. 20 
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renlieile détermine une relation entre dy^ x, jy pour une valeur 
infiniment petite de dx. Dans cette relation unique entre trois 
quantités, rien ne détermine le valeur de j^, qui correspond à un j: 
donné, et à partir de laquelle Taccroissement de y doit se faire. 
Mais, cette valeur étant une fois choisie à volonté, les accroisse- 
ments sont dès lors déterminés par Téquation, et par là même esl 
déterminée toute la suite des valeurs de^"^. 

792. L'équation différentielle 

détermine, en fonction àex eiàe y, non-seulement la dérivée pre- 
mière y y mais encore toutes les dérivées suivantes. Si l'on difle- 
rentie, en effet, Téquation, ce qui donne j" en fonction de x, j , 
r'j puis qu'on remplace ^' par sa valeur tirée de Téquation (i), 
on aura pour j^^^ une expression de la forme 

En traitant de môme cette dernière équation, et continuant ensuite 
de la même manière, on obtiendra successivement j''^,^'', ..., 
exprimées toutes en fonction de x et Aey, 

793. Cela posé, Téquation différentielle fournit le moyen de 
développer l'intégrale générale par le théorème de Tajlor, en ad- 
mettant que la variable reste renfermée dans des limites assez 
étroites pour que la série soit toujours convergente. 

Soit, en effet, j'o la valeur arbitraire àey qui doit correspondre 
à la valeur x^ de Tabscisse à partir de laquelle on veut faire le dé- 
veloppement. L'équation différentielle fera connaître [792] les 
valeurs 

Jo' «^0» ^0» • ' • 

de toutes les dérivées dej^ qui correspondent au point (xo,j'o)' 
On pourra donc développer en série la valeur de^', ce qui don- 
nera 



r\, . •) 



j'=j;4-'-î^(.r-a:o)-f-^(.r--.Xo)*+..., 
I I • <2 

expression équivalente à l'équation différentielle donnée. En in te- 
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grant celte série entre des limites pour lesquelles la convergence 
subsiste [357], et observant que j'' =j)'o pour x = Xq, il viendra 



Réciproquement, on déduirait de cette dernière équation, par 
la différentiation [358], Téquation précédente, qui équivaut à 
Téquation différentielle proposée. 

Exemple. — Soit l'équation 

y = ^X' 

9 

On en tire, par différentiation et élimination, 

d'où, en supposant j =^yo pour x -^o, et substituant, dans la 
formule précédente, 

I 1.2 1.2.^ 

Remarquons que Ton n'aurait pas eu plus de généralité en lais- 
sant quelconque la valeur initiale Xq de x qu'en la suppoisant, 
comme nous Tavons fait, égale à zéro. On aurait eu, en effet, dans 
ce cas, 

a f.r — .ro ) a} f.r — .Tq )* 

I I . ^ 

où j'o^"'*'* représente une constante arbitraire, ni plus ni moins 
que Jq dans la précédente valeur. 

§111. 

FORMATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES d'oRDRE SUPÉRIEUR 
AU PREMIER, PAR l'ÉLIMINATION DE PLUSIEURS CONSTANTES ARBI- 
TRAIRES. 

794. Si une équation finie renferme deux paramètres arbitraires 
elle représentera deux séries de courbes, suivant que l'on consi- 
dérera l'un ou l'autre de ces paramètres comme seul variable; et 

2.O. 
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Ton pourra former deux équations différentielles du premier ordre^ 
exprimant chacune une propriété commune à toutes les courbes 
de Tune ou de Tautre de ces séries, suivant qu'on éliminera Fud 
ou l'autre de ces paramètres entre l'équation donnée et sa différen. 
tielle immédiate. 

Exemples, — I. De l'équation 

on tire, en différentiant (ce qui élimine C), l'équation différentielle 

qui exprime une propriété de la sous-normale relative à Taxe des x 
de la série de courbes dans laquelle 01 est variable et C constant. 
En éliminant C entre les deux équations précédentes, on a cette 
autre équation différentielle 

^' 

X 

qui exprime [789, II] une propriété de la sous-tangente relative à 
Taxe des j^ de la série de courbes dans laquelle C est variable et C 
constant. 

II. L'équation 

donne, par la différentiation, 

d'où l'on tire, en éliminant l'une ou l'autre des deux constantes, 
les deux équations différentielles du premier ordre 

a y -h xy' =r laCx^y ay — xy' = 2aC' x"^. 

III. Étant donnée l'équation générale 

(x — «)'-4-7*=c* 

de tous les cercles qui ont leur centre sur l'axe des x, on en tire, 
en éliminant soit c, soit a, les deux équations différentielles 

X — u 
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exprimant deux propriétés géométriques communes ]'une à une 
série de cercles concentriques et de rayon variable, Fautre à une 
série de cercles de rayon constant ayant leurs centres aux divers 
points de l'axe des x, 

795. En joignant, à Téquation donnée 

F(x,7, C, C') = o 

et à sa différentielle première 

^F = o, 

sa différentielle seconde 

^•F = o, 

on pourra entre ces trois équations éliminer les deux paramètres C, 
C, et l'on obtiendra ainsi une équation différentielle du second 
ordre 

exprimant une propriété commune à toutes les courbes de la double 
série représentée par l'équation F = o. 

Si l'on désigne par p le rayon de courbure, 

p— — z^ — » 



r 



on pourra exprimer j'^ en fonction dey et de p, et, en substituant 
cette expression 



r 



dans l'équation y(x, j^,j^,j") = o, cette équation différentielle 
du second ordre deviendra une relation entre les coordonnées x, 
j" de chaque point de la courbe, le coefficient d'inclinaison j<^ de 
la tangente et le rayon de courbure p en ce point. 

Cette relation géométrique est évidemment indépendante de la 
manière dont on a opéré, pour l'obtenir, l'élimination des con- 
stantes C, C. Donc on parviendra toujours à la même équation 
différentielle du second ordre, de quelque manière que l'on 
s'y prenne pour éliminer les deux constantes arbitraires, soit en 
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combinant directement les trois équations F = o, rfF = o, rf*F = o, 
soit en éliminant d*abord C entre F = o et dF =Oj puis en élimi- 
nant G entre l'équation obtenue et sa différentielle, etc. 

796. En raisonnant comme nous l'avons fait pour les équations 
différentielles du premier ordre, on verra que ( sauf l'introduction 
des facteurs étrangers) l'équation différentielle du second ordre 
est équivalente à l'une ou à l'autre des deux équations du premier 
ordre d'où elle peut se déduire, et que l'on appelle les intégrales 
premières de l'équation du second ordre. 

Or, chacune de ces intégrales premières est elle-même équiva- 
lente à l'équation primitive. Donc l'équation différentielle du se- 
cond ordre est équivalente à une équation finie, renfermant deux 
constantes arbitraires, et qui est dite V intégrale générale de l'é- 
quation du second ordre. 

797. En combinant entre elles les deux intégrales premières, 

mises sous la forme 

fi = C, A = C\ 

on en tirera une nouvelle équation différentielle du premier ordre 

(o désignant une fonction arbitraire), qui sera une nouvelle forme 
d'intégrale première de l'équation du second ordre. Cette équation 
exprimera une propriété commune à toutes celles des courbes de la 
double série dans lesquelles les paramètres C et O sont liés entre 
eux par la relation cj>(C, G) = C". Cette nouvelle intégrale, pou- 
vant remplacer une des anciennes, sera, comme chacune de celles- 
ci, équivalente à l'équation primitive. On peut le rendre évident, 
en remarquant que l'on peut introduire G' au lieu de C, par 
exemple, dans l'équation F = o, et que l'élimination de C entre 
celle-ci et sa différentielle ne peut conduire qu'à une équation 
équivalente à cp {/{yf^) = C". 

798. Reprenons les exemples du n° 794. 

I. En différentiant l'équation du premier ordre 
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îi yienijy"+y^ = C, d'où, en éliminant C, on tire l'équation du 
second ordre 

qui convient à toutes les coniques dont les axes principaux sont 
dirigés suivant les axes coordonnés. Si l'on introduit, à la place 
àey, le rayon de courbure p, l'équation devient 

8 

^r { ' -H /•)* -^ py i^y—j) = o. 



Or on a MN = la normale N = MP séc MTx ou = ^ ^^ i -+- j'^ ; 



Fig. 85. 
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on construit ensuite, par des perpendiculaires, MQ = MP séc^MTx, 
puis MR = MP séc» MTx=j( 1-4-/2)^. D'ailleurs, 

OT = MP — MS = r — rr'. 
Donc l'équation différentielle devient, à cause de OD = OT.y, 

OP.MR = p.OD, 

d'où l'on déduit jO par la construction d'une quatrième proportion- 
nelle. 

En mettant les deux intégrales premières sous la forme 



a: 
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on en tirera, par exemple, une troisième intégrale première 



je 



G" étant égal à % 



II. De Téquation dilTérentielle du premier ordre 

aj -h xjr' = 2 Cflx* 

on tire par différentiation 

(i -f- a)y' -h xf = aCa'jt"- ', 

d^oùy en éliminant C, 

x^y -+• xy — à^j- = o. 

En combinant par multiplication les deux intégrales premières, 
on en tirerait une troisième intégrale première 

III. L'équation du premier ordre 

y.i^yy^=zc* 



donne immédiatement 



ry(iH-y*H-r/'i=o, 



ou, en négligeant le facteur j^j', qui ne donnerait qu'une solution 
étrangère, 



I -*-/'-+- 77" =o, d'où p=:— ^^n-/« = — N, 
équation qui exprime que le centre de courbure est sur Taxe des x. 

799. Il est facile de s'expliquer comment une équation différen- 
tielle du second ordre, donnée a priori, peut déterminer une 
courbe satisfaisant à deux conditions arbitraires, telles que dépas- 
ser par un point donné et d'avoir en ce point une tangente ou une 
normale donnée. 

Prenons, en effet, pour correspondre à l'abscisse initiale Xo, 
l'ordonnée arbitraire j^o» et menons une droite ayant pour coeffi- 
cient angulaire la valeur arbitraire y^ et passant par ce point. 
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L'éqaation diflférentielle 

déterminera la variation infiniment petite j-^rfxo = dj-^ du coeffi- 
cient angulaire de la tangente y lorsqu'on passe du point (o^oy j^'o) 
au point infiniment voisin (j^o^i) pris sur la première tangente. 
On construira de même une troisième tangente en un troisième 
sommet infiniment voisin (0:29^^2) pi*is sur la seconde tangente, 
cette troisième tangente ayant pour coefficientangulairej^', -^j\ doC\ ; 
et ainsi de suite. On obtiendra ainsi un polygone infinitésimal, 
dont la limite sera une courbe qui représentera par son équation 
rintégrale générale de Téquation difl'érentielle donnée. 

On peut encore prendre Téquation diflférentielle sous la forme 

Au point Mo(xo, jo) on mène une normale arbitraire, sur laquelle 

on porte la longueur po déterminée parTéquation po=x('^o»J^'oO'«)* 
On obtient ainsi le centre de courbure No du point M©. De ce 
centre No on tracera un arc de cercle infiniment petit MoM|. 
Sur la normale MiNo on portera la longueur p< =x(*^<» JTo ,t'i)> 
ce qui donnera un second centre de courbure Ni, d'où Ton décrira 
un nouvel arc de cercle infiniment petit M1M2; et ainsi de suite. 
On aura ainsi un polygone curviligne, dont les côtés seront des 
arcs de cercle infiniment petits, et qui aura pour limite une 
courbe représentant l'intégrale générale de l'équation difilérentielle 
du second ordre. 

800. On peut aussi se servir du théorème de Taylor pour déve- 
lopper en série la valeur de j^. On fera voir d'abord, comme on 
l'a fait pour le cas d'une équation du premier ordre, que Téquation 
différentielle du second ordre détermine, en fonction des quan- 
tités Xjjr,y\ la dérivée seconde j^" et toutes les dérivées suivantes 

j"'y J^^y — En désignant donc par jo)J>'o les valeurs arbitraires de 
y y y qui correspondent à la valeur initiale x = Xo. on connaîtra 
en fonction de ces quantités arbitraires tous les coefficients du dé- 
veloppement de 

y ~J „ H [x — J^o) H (x — .roj- -h . . . , 



1 ,1 
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et celle équation donne, en intégrant deux fois entre les limîles 

3Cf!t et 3Cj 



H 

r. 



1 • j& 

expression dej^ au moyen de x et des quantités arbilrairesj^oi/o 
Exemple. — Soit l'équation 



y" 4- <i* ) = o. 



On en tire successivement 






Donc, en supposant Xo = o, 

* ^\ 1.2 1.2.3.4 / «\I 1.2.3 1.2. ..5 / 

f 

V 

=r Ko cosax "h -- sina;r. 

LMntégrale générale peut donc se mettre sous la forme 

^ r= C cosax -h C sinax. 

Si, au lieu de supposer Xo = o, on avait laissé Xq quelconque, 
l'expression que Ton aurait obtenue, 

jt^zjtq cosa(.r — Xq) -f- — sinA(.r — Xq] 

= ( joCOSrt.To sina^o j cosrtJ? H- ( ^0 sin«.ro-|- *~ co^ax^ \ sin<iJr, 

aurait encore pu se ramener à la forme Ccosax-j- C'sinax, et, 
par conséquent, n'aurait pas eu plus de généralité qu'en prenant 

Xq = O. 



DES ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TEOlSlàME ORDRE. 3l5 

801 . Si réquation prînritive F = o contient trois paramètres 
arbitraires, on parviendra, par leur élimination entre Péquation 
et ses trois premières différentielles, à avoir une équation diffé- 
rentielle du troisième ordre, que Ton pourra interpréter géomé- 
triquement comme étant une relation entre a:, y^ j'j le rayon 

de courbure p de la courbe, et le rayon de courbure p\ = --^ de 

la développée [580]. 

Une équation du troisième ordre est indépendante de Tordre 
dans lequel s'effectue l'élimination des trois paramètres. 

Elle est équivalente à chacune de ses trois intégrales premières, 
ou équations du second ordre, renfermant chacune une constante 
arbitraire, et de la forme 

/i(-^^r*y>y'*C) = o; 

à chacune de ses trois intégrales secondes, ou équations du pre- 
mier ordre, renfermant chacune deux constantes arbitraires, et de 

la forme 

/ï(^ir,/,C,C') = o, 

et enfin à son intégrale générale, qui est l'équation primitive avec 
trois constantes arbitraires, 

F(x,j,C,C',C") = o. 

On verrait, comme dans le cas précédent, que l'équation diffé- 
rentielle du troisième ordre peut servir à construire approximati- 
vement la courbe, soit par un polygone rectiligne infinitésimal, 
soit par un polygone curviligne obtenu en construisant approxi- 
mativement la développée et le Heu de ses centres de courbure. On 
pourrait aussi tirer de l'équation différentielle le développement 
de l'ordonnée de la courbe suivant la série de Taylor. 

802. En général, si une équation renferme n paramètres arbi- 
traires, on pourra les éliminer entre l'équation et ses n premières 
différentielles, et former ainsi une équation différentielle du 
^iéme Qrdre, A.U lieu d'éliminer toutes les constantes à la fois, on 
pourra, par des combinaisons différentes des 7t+i équations 



3l6 LIYBB IV. — CHAP. I, § IV. 

F = o, rf F = o, . . . , d«F = o, éliminer 

I constante de n manières différentes, 

/?(/? — i) 



2 u de 



3 » de 



2 

n[n — I ) ( /i — •>.) 
i73 



n — I » de /i • '« 

n » de I seule manière. 

ce qui donne, entre autres, n équations différentielles de Tordre 
n — I, contenant chacune une constante arbitraire, et qui sont les 
intégrales premières de Téquation différentielle du n**"* ordre. 

Si Ton connaissait les n intégrales premières, on obtiendrait 
rintégrale générale en éliminant entre ces tz équations les n — i 
dérivées y'> j"» • • • yj ^"^^K 

On pourra considérer l'équation différentielle d'ordre n comme 
une relation entre Xjj^y et les rayons de courbure de la courbe, 
de sa développée, de la développée de sa développée, ou dévelop- 
pée du second ordre, de la développée du troisième ordre, et ainsi 
de suite, jusqu'à la développée du [n — ^yème ordre. 

L'équation différentielle de l'ordre n a (sauf les solutions sin- 
gulières et les solutions étrangères) la même généralité que l'équa- 
tion primitive à n constantes arbitraires d'où elle est tirée, et peut 
remplacer cette équation primitive. 

Elle peut servir soit à construire approximativement l'intégrale 
générale, soit à former son développement par la série de Tajlor. 



§ IV. 

TOUTE ÉQUATION niFFÉBENTIELLE d'oBDRE QUELCONQUE ENTRE DEUX 

VARIABLES À UNE INTÉGRALE GÉNÉRALE. 

803. Nous allons démontrer que toute équation différentielle 
entre deux variables a une intégrale générale, c'est-à-dire que l'on 
peut construire à l'aide de cette équation un polygone infinitési- 
mal, ayant pour limite déterminée une courbe satisfaisant à n con- 
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ditions choisies arbitrairemenl; n étant Tordre de Téquation dif- 
férentielle. 

Commençons par traiter le cas d'une équation différentielle du 
premier ordre, que nous supposerons mise sous la forme 

et supposons la fonction f{x,y) continue par rapport à x et àj^ 
dans le voisinage des valeurs de ces variables que nous aurons à 
considérer. 

Par un point arbitraire {xq,Jq) du plan, menons une droite 
ayant pour coefficient angulaire la quantité 

Donnons à j: un accroissement dxo = Xi — Xo, auquel corres- 
pondra l'accroissement dej^ 

A partir du point [x^yji) menons uae droite ayant pour coeffi- 
cient angulaire 

yi=/(-^iiri). 

et donnons à x un nouvel accroissement dx^ =^ Xo — Xj, auquel 
correspondra Taccroissement de y 

Et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on soit arrivé à une certaine 
abscisse finale a:„ = X, le dernier accroissement de j^ étant 

On aura ainsi construit un polygone, dont l'ordonnée finale Y 
sera égale à l'ordonnée initiale j^o? plus la somme des accroisse- 
ments successifs, c'est-à-dire que Ton aura 

804. Puisque l'on suppose f{xo,jro ) fini, le rapport de l'accrois- 
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semenl j i — j © à raccroissement Xt — Xq aura une valeur finie l'^. 
L'accroissement suivant j'j — J't aura encore un rapport fini avec 
X'2 — Xi, si la fonction y(j:,j>') est finie pour les valeurs x ^=Xi, 
j=j),, différant de quantités non infinies Xi — Xoyfo{Xi — Xo) 
des valeurs Xo, j'o> de sorte qu'on aura 



.'2 



— /i=^i(-ri-"*i). 



A^i étant une quantité finie; et ainsi de suite. Si nous supposons 
que l'intervalle X — Xq soit pris de telle manière qu'aucune des 
quantités ko, l'i , ... ne soit infinie, l'accroissement Y — j© sera égal 
à la somme X — Xq des accroissements de .r, multipliée par une 
moyenne k entre les quantités Aq, kt, ..., c'est-à-dire par une quan- 
tité finie. Donc Y — jo sera, dans ces conditions, une quantité 
finie, quel que soit le nombre des divisions de l'intervalle X — To. 
La condition que nous supposons remplie consiste en ce qu'au- 
cun des côtés du polygone ne devienne parallèle à Taxe des j-, ou, 
plus exactement, en ce qu'une droite tournant autour d'un point 
fixe, de manière à devenir successivement parallèle aux divers 
côtés du polygone, ne passe jamais, dans son mouvement continu, 
par une position parallèle à l'axe des j-. On pourra toujours par- 
tager l'inter^'alle X — Xq en intervalles partiels, pour chacun des- 
quels cette supposition soit réalisée. Ainsi y(j:,j^) est supposée 
finie pour toutes les valeurs de x et de j qui répondent aux som- 
mets du polygone, et, de plus, continue dans le voisinage de ces 
valeurs. 

833. Pour apprécier l'influence d'une subdivision ultérieure des 
intervalles sur la valeur de la somme (a), considérons un élément 
unique 

et comparons-le à la somme (a), résultant de la division de l'in- 
tervalle en /£ parties. La quantité (3) pouvant s'écrire sous la forme 

/(•'•o>7o) (-î^j — ^o) -f-/( J^o»ro) (-^2 — *i) -^ . • . -l-/(j^oO'o) (X — j:„_i), 
on voit que la différence des deux quantités (2) et (3) a pour 
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valeur 



, ^j ; - [fi-ri.yt] -/(^o.ro)] [(X- X,) - (X - X,)] 

' -+- I/(-^îiri) — /(^o,Jo)] [(X — .r,) — (X — 0:3)] -f- . . . 

== [/{^u y\ ) — /(^o,ro)] (X - xj ) 

l -+- [/(-^«O-») -/[^uXx )] (X - X,) + . . . , 

expression que ron peut obtenir directement, en remarquant que 
Taccroissement total de Y, résultant de la division de l'intervalle, 
est égal à la somme des segments interceptés sur la dernière or- 
donnée entre les prolongements de deux côtés consécutifs du poly- 
gone, segments égaux aux intervalles X — X|,X — x^, ..., mul- 
tipliés respectivement par les accroissements correspondants de 

Or, si nous supposons les deux dérivées partielles 

finies, comme la fonction y (a:,} ) elle-même, pour les valeurs de 
X et dej^ considérées, on aura [339] 

Ç et Ti désignant des valeurs moyennes de la forme 

B étant positif et <| i , et A'o ayant une valeur finie, égale '^/{xqjJo), 
Donc, si Ton représente par z/q une quantité finie, quel que soil 
l'intervalle X\ — Xqj fini ou infiniment petit, on aura 

On trouvera de même 
el ainsi de suite, Uo"2> ••• étant des quantités toujours finies. 
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Donc la somme (4)^ ou l'accroissement de Y résultant de la divi- 
sion de rintervalle X — Xq, sera de la forme 

i/o(X — Xj) (a-, — Xo) 4- «i(X — x,)(j:,-~a:,) -f- 

Cette quantité est égale à la moyenne des quantités Kq» «i,.... 
qui est une quantité finie u, multipliée par la somme des seconds 
facteurs 

(X— .r,) [jTi — Xo) -f- (X— x,) (.r,--x,) -h . .1- (X — .r„_,) (.r„_, — jr^_,:. 

Si Ton suppose maintenant les intervalles partiels infiniment pe- 
tits, cette somme convergera vers l'intégrale 



L 



(X — x)dx^=z - (X — Xo'*. 



Donc, lorsqu'on remplace un intervalle unique X — Xq par une 
infinité de divisions infiniment petites, la limite du changemeDt 
qui en résulte pour l'ordonnée extrême Y est de la forme 

(5) l„(X-.r.]', 

U étant une quantité finie. 

On voit d'abord que cet accroissement de Y est toujours fini 
lorsque l'intervalle X — Xq est fini. Lorsque cet intervalle est infi- 
niment petit, l'accroissement (5) est infiniment petit du second 
ordre. 

806. Revenons maintenant à la somme (2), et supposons qu^on 
y subdivise à l'infini chacun des intervalles partiels Xt — Xq, 

L'ordonnée j'i subira, par l'effet de la subdivision de Tintervalle 
Xi — Xot un accroissement ^ 1 de la forme 

I/o étant fini. Il en résultera pourj'^ =y(xi,j^'i) un accroissenienl 
i^o étant une quantité finie. 
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L'accroissement de J>'2 = yi -f-j''i(j^2 — J^t) se composera de 
Taccroissement de jTf, plus Faccrolssement de x\{x2 — J^*)» P^"^ 
une quantité de la forme U| (x2 — ^t^j Ui étant une quantité 
finie, fonction de Xi, j^i -f- ijt , . . . . Donc on aura 

ou, en remarquant que Uo -H f'o (j^a — Xi) est une quantité finie 
que Ton peut encore représenter par uq, 

En continuant le même raisonnement, on verra que Y, par 
Tefiet de la subdivision, croîtra d^une quantité que Ton pourra 
mettre sous la forme 

*T = iio(*i — •»-o)'4-«,(x,— J:i)'-h...-+-tf„«i(X — x„_i;*, 

Uq, U|, . . ., {/;,.| étant des quantités finies. On peut mettre cette 
expression sous la forme du produit de X — Xq par une moyenne 
entre les quantités infiniment petites 

laquelle moyenne ne peut qu'être elle-même infiniment petite. On 
voit donc que Taccroissement SY est infiniment petit, si tous les 
intervalles x^ — jTo? • • • 7 X. — x„^^ sont infiniment petits. 

Donc on peut toujours diviser l'intervalle X — Xq en parties 
assez petites pour que Y ne puisse plus varier qu'infiniment peu 
par l'effet d'une subdivision ultérieure quelconque. Donc, Y tend 
vers une limite finie et déterminée. 

On prouverait, comme nous l'avons fait [237], que la limite 
de Y est indépendante du mode de subdivision. 

Ainsi, l'ordonnée Y, construite au moyen de l'équation différen- ' 
tielle, et dont la dérivée 

lim ?["'^"-^ =lim/(x,^>,^,.,) =/(X,Y) 

satisfait à cette équation, est une fonction déterminée de l'abscisse 
finale X et de la valeur arbitraire j^o 7 que l'on a choisie pour l'or- 
donnée initiale. 

H. — Cours de Cale, inpnit., II. 21 
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807. Remarquons que, la construction ci-dessus pouvant être 
continuée de part et d'autre de Tabscisse Xo, celte abscisse ini- 
tiale peut être considérée comme Tabscisse d'un point quelconque 
de la courbe. Si l'on fait varier j-q d'une manière continue, cha- 
cun des éléments de la somme (2) variera infiniment peu par rap- 
port à lui-même pour un accroissement infiniment petit dej^«; la 
somme elle-même variera donc infiniment peu, et, par suite, Y est 
une fonction continue de^^o- 

Donc, en faisant varier j-q, on fera varier d'une manière conti- 
nue les 'ordonnées de tous les points de la courbe. On peut ainsi 
faire varier, en général, j^o de manière à faire prendre à une or- 
donnée quelconque y une valeur assignée d'avance. Donc on peut 
dire, en généralisant ce qui concerne l'ordonnée considérée d'a- 
bord comme ordonnée initiale, que la courbe déterminée par 
Téquation différentielle peut satisfaire à la condition de passer 
par un point quelconque désigné sur le plan, c'est-à-dire que la 
condition nécessaire et suffisante qu'il faut joindre à l'équation 
différentielle pour que la courbe soit complètement déterminée 
équivaut à faire passer la courbe par un point arbitraire du plan 
ou à faire prendre à y, pour une valeur donnée de x, une valeur 
arbitraire. 

Cette condition peut être remplie par toute équation renfermanl 
une constante arbitraire, et donnant pour j' et y des valeurs satis- 
faisant à l'équation différentielle, quelle que soit cette constante. 
Or, si l'on choisit la constante de manière à satisfaire à la condi- 
tion initiale, la courbe se trouve alors complètement déterminée 
par la seule condition de satisfaire à l'équation différentielle. Donc 
toutes les courbes qui satisfont à l'équation dififérentielle forment 
une série unique de courbes qui ne diffèrent entre elles que par 
la valeur d'un paramètre arbitraire. 

808. Il peut sembler cependant, au premier abord, que la 
valeur de Y, que nous avons déterminée ci-dessus, dépende des 
trois quantités Xo^j^oy X, de sorte que l'équation de la courbe se 
présente avec deux constantes arbitraires, sous la forme 

Mais il faut remarquer que cette équation n'est pas de forme quel- 
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conque, et que sa forme particulière doit permettre de réduire à 
Tunité le nombre des arbitraires. En effet, si Ton fait tendre X 
vers Xq, y devra tendre vers j'o> de sorte qu'on aura, à la limite, 

et, comme Xo ety^ sont deux quantités arbitraires et indépendantes 
l'une de l'autre, cette équation ne peut être qu'une identité. Donc 
la relation entre les coordonnées de deux points, qui représente 
l'intégrale générale de l'équation différentielle, doit se transformer 
en identité lorsque les deux systèmes de valeurs des variables 
viennent à coïncider. 

De plus, puisqu'on peut prendre pour point initial un point 
quelconque de la courbe, si l'on désigne par j^ l'ordonnée qui cor- 
respond à l'abscisse x dans la courbe qui passe au point (X, Y), 
on pourra prendre x pour abscisse initiale au lieu de Xq, et l'équa- 
tion de la courbe pourra se mettre sous la forme 

y(X,Y, X,j)zirO. 

Si l'on fait maintenant coïncider (X, Y) avec (xo^yo)} on voit que 
l'on aura, pour une abscisse quelconque x, 

Donc la courbe peut être indifféremment représentée par Tune ou 
l'autre des deux équations 

7(^»r» -^otro) = o, 7(j:o,ro» •^•j) = o, 

c'est-à-dire que la relation entre les deux systèmes de valeurs des 
coordonnées du point initial et du point final ne change pas lors- 
qu'on échange entre eux ces deux systèmes. 

On voit que, dans cette relation, la valeur de Xo est indifférente, 
et que l'on obtient telle ou telle courbe du système en faisant cor- 
respondre à n'importe quelle valeur de Xq une valeur de yo con- 
venablement choisie. Ainsi, l'équation n'a pas plus de généralité 
qu'une relation contenant une seule constante arbitraire. 

809. Passons maintenant au cas d'une équation différentielle 
d'un ordre quelconque m, que nous supposerons mise sous la 

21. 
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forme 

(1) rf'">=/(^,r./ rc»-*)). 

Nous allons montrer d'abord que cette équation détermine pour 
yrim-i) une valeur fonction de x et des m constantes ^o>J'o>« • •» 
yr~^\ qui représentent les valeurs de y^y'^ ...,jf'"""*^ pour 

Pour un point (j^^oJTo) du plan, Téquation (i) détermine j^J^*"' en 
fonction de Xo, j o> J 'o> • • •> JKo'" *'• Menons, par le point qui a pour 
coordonnées (•3Co>j>^o'"~*')> une droite dont le coefficient angulaire 
soit cette valeur de y^^^- Si nous faisons croître Xo de ^Xo, r""~*' 
croîtra de rf^^J,'""*^ =JKo"' ^-^o» ®*' prendra une nouvelle valeur j^^ 
Donnons aux quantités j'i,'""^',^'!/""",. . ., j'o les accroissements 

J^i — ^0 = /o ^Of 

et avec les nouvelles valeurs de ces quantités déterminons la nou- 
velle valeur ^Qy^^\ 

yi — / 1-^11 ynyi» •- "i^i ;• 

En passant de même du second système de valeurs à un troisième, 
et ainsi de suite, on construira un polygone dont les ordonnées 
des sommets seront les diverses valeurs de j^^"*"'^, depuis Tabscisse 
initiale x^ jusqu'à l'abscisse finale X. L'accroissement de y^^~^) 
dans cet intervalle sera 

en désignant, pour abréger, pary/rexpressiony(a:/,yô j^',- , . . . ^j^/"*"*-) • 
Si l'on suppose rinter>'alle X — x© choisi de manière que la 
fonctiony ne passe pas par l'infini dans cet intervalle, c'est-à-dire 
de manière que la droite qui suit la direction des côtés du poly- 
gone ne passe pas par une position parallèle à l'axe des^, on verra 
que l'accroissement Y^'""*^— ^j,'""*', étant égal à l'intervalle total 
X — Xo multiplié par une moyenne entre les valeurs de/", sera une 
quantité finie, quel que soit le nombre des divisions de l'intervalle. 
En second lieu, si l'on remplace un seul intervalle X — x© par 
n intervalles partiels 
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raccroissement Y^"*""*^ — j Jj"'"'^= (X — a'o )yo variera d'une quan- 
tité que Ton peut, d'après ce que nous avons vu plus haut, mettre 
sous la forme 

(/i-/o)(X-x,)-t-(/,-/i)(X-x,)+.... 

On a, d'ailleurs, en supposant les dérivées partielles de f finies 
dans l'intervalle X — Xq, comme la fonction elle-même, 

/i~/o-/'(5)(^i"^o)+rw(7i-7o)+...+/'(^('"-*^)(yr*'-rr-*'); 

et, comme tous les accroissements^'^ — j^o» •••>J^i'"~'^ — ^o'"~*'sont 
les produits de X\ — x^ par des quantités finies, f^ — f^ prendra 
la forme 

uq étant une quantité finie. Et de même pour les autres. On en 
conclut, comme on l'a fait pour les équations du premier ordre, 
que la variation que subit l'accroissement Y^'»"'^ — J'o"'"*^ est une 
quantité dont la valeur limite est de la forme 

-a(X — xo)*, 

u étant une quantité finie. 

Il résulte enfin de là que , si l'on part d'une subdivision de 
l'intervalle total en éléments infiniment petits, l'accroissement 
Yf*"""') — Jo"~*^ ûe subira plus que des variations infiniment petites. 
Donc cet accroissement tend vers une limite déterminée, indé- 
pendante, comme on peut le démontrer, du mode de subdivision 
de l'intervalle X — Xo en parties infiniment petites. 

810. Il s'ensuit de là que Y^"*"'^ est une fonction déterminée 
de X et des quantités arbitraires Xo,j'o> j'o» • • • Oo""* ayant pour 
dérivée 

lim_^ Zjl^ =liin/„_,=/[X.Y,...), 

et par suite satisfaisant à l'équation difi<érentielle. Ainsi, de l'équa- 
tion difi(érentielle (i) on déduit une équation de la forme 
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j (m-i) ayant pour dérivée 

o\xy,y' y . . . sont les limites des valeurs obtenues comme on vienl 
de le voir, limites que l'on démontrerait être finies et déterminées, 
comme on l'a fait pourj^f'""'^ 

En intégrant m — i fois de suite cette expression de^^'"~'^ el 
déterminant chaque fois la constante d'après la condition que, 

pour jr = Xo, on ait j~ jo, j'= J ©* • • -, 7^"'"*^= Jo" "» ^n par- 
viendra à une relation entre Xjj et les ni constantes arbitraires 
J^yj\^ ' • • ^jT~^\ laquelle sera Vintégrale générale de l'équation 
différentielle proposée. 

Remarquons que, d'après la loi de formation des fonctions 
y{m'-\)^j{m-2)^ ^ ^ ,^j\ chacune d'elles est la dérivée de la suivante, 
et c'est pour cela qu'elles se reproduisent dans les intégrations 
successives. 

Si l'on donne maintenant une équation 

F (x, r, Cl, Cj, . . . , C,„) — o, 

renfermant m constantes arbitraires distinctes, c'est-à-dire telles 
qu'on puisse les déterminer de manière que, pour j: = Xo, y et 
ses m — I premières dérivées prennent des valeurs choisies arbi- 
trairement, et que la valeur de j^ tirée de cette équation satisfasse 
à l'équation différentielle (i), quelles que soient ces m constantes, 
cette équation ne pourra que coïncider avec l'intégrale générale 
dont nous venons d'établir l'existence. 



»04 
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CHAPITRE II. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE 

ENTRE DEUX VARLVBLES. 



§1- 

PRINCIPALES MÉTHODES POUR l'iNTÉGRATION DES ÉQUATIONS 

DIFFÉRENTIELLES 
DU PREMIER ORDRE ET DU PREMIER DEGRÉ. 

8H. I. Intégration immédiate. — Supposons d'abord que Té- 
quation différentielle donnée soit du premier degré par rapport 

à -j-^ et, par suite, qu'elle puisse se mettre sous la forme 

M«ir-f- '^dfz=. O, 

M et N étant des fonctions données de x et dej^. Si le premier 
membre de cette équation est la différentielle exacte d'une fonc- 
tion des variables x et^, considérées comme indépendantes, cette 
fonction, dont la différentielle doit être nulle en vertu de l'équa- 
tion, ne pourra que conserver une valeur constante. On aura donc 
la relation 

qui contient une constante arbitraire et qui sera l'intégrale géné- 
rale de l'équation proposée. 

Exemples. — i'^ L'équation 

(aaJr-H Pf -^$)d£-\' [^x -{- 2 7/ -h t] df — o 
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a pour intégrale générale 

a-t* -h p jTj- -f- 7^' -h Jj-h ty = C, 

2^ L'équation 

dx dy [ X \ 

donne, en représentant la constante arbitraire par logC, 



.r 



Arg Sh - H- log^ =^ log [x 4- \x^ 4-^ *) =: loge, 
doù 

)2— C- 2Cj:. 

812. II. Séparation des variables, — L'intégration immédiate 
peut s'effectuer dans le cas où les variables sont séparées, c'esi- 
à-dire où l'équation est de la forme 

X étant une fonction de Xj Y une fonction àey. L'intégrale géné- 
rale de l'équation est alors 

/Xr/x-f-/Yr/» — o. 
Exemples. — i® Soit l'équation 



dx 


dr 


— — 


- -^ =o; 


X 


X 



on en tire, en représentant par logC la constante arbitraire, 

logj: — logj = logC, d*où X =z Cjr, 

2° Soit l'équation 

dx dy 

! — = G; 



14-x* 1-+-^ 
on en tire, en représentant par arc tangC la constante arbitraire, 



X I V 

arc tanga: h- arc tongj = arc lang^ '— = arc tangC, 

I ' xjr 

d'où 



5_±^ =: C. 
I — xy 
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813. On peut rameDer au cas précédent toute équation de Tune 
des formes 

XiYdr-hXYidj =0, 

X, X| étant des fonctions de x, et Y, Y| des fonctions dey. Il suf- 
fira, pour cela, de diviser chacune de ces équations par le pro- 
duit XY, en tenant d'ailleurs compte comme il convient [781] du 
facteur ainsi supprimé. 

Exemples. — i" L'équation 

Xdx — xdj -~ o 

devient, en divisant par xj^ 

dx dy 

d'où [812] 

X — Cj = o. 
L'équation différentielle donnée équivaut à 

xj^.r/log- =0. 

y 

La solution supprimée xj == o correspond auK deux intégrales 
particulières j- = o, j = o, que l'on obtiendrait en faisant tour à 
tour C == o, C ^^ 00 . 
a** L'équation 

^y dx — ^xd;i .=10 

donne, en divisant par ^x^, 

dx fJy 

d'où l'intégrale générale 



Le facteur supprimé \jxy, égalé à zéro, donnerait une solution 
singulière [789, III]. 

Nous allons examiner maintenant deux cas généraux, dans les- 
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quels, par une transformation convenable, on peut rendre les 
variables sépara blés. 

814. III. Equations homogènes, — Soit une équation de la 

forme 

lAdx -f- Nrfr = o, 

M et N étant deux fonctions homogènes de même degré en x et j. 
L'équation proposée pourra [32â] se mettre sous la forme 



X'"^) 



(^-),/x -..-.;, (5) rf,-^0. 



ou, en divisant par x*", et posant - = f , d'où dj = tdx •+- xdt, 

^[t)dx'\-y^[t) [tdx -\- xdt) =z o, 

ou 

équation où les variables sont séparables d'après le numéro pré- 
cédent. On en tire ainsi 



dx ^ yjt)dt ^ ^ 

d'où, en posant, pour abréger, 

_ x[t] 

et intégrant. 



9 



^ y(0-^^x(0' 



logx -^jTdt =: logC, ou jr = C<?~^^'' . 

Après l'intégration, il ne restera plus qu'à remplacer t par sa 
valeur -; ou encore on conservera la variable auxiliaire t, enjoi- 
gnant à l'équation précédente l'équation 

815. On peut arriver au même résultat en posant 

x=z r cosp, jr =zr sin/?, 
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auquel cas on a, en divisant par r^, 

y (taDg/>] (cospdr -- rslnpdp) -h X,(^^P) (sin/?f//*+ rcospdp) = o, 

ou, en posant 

p _ — tang/?.y ( tang/? ) -4- x ( tang/? ) ^ 
y ( tangyj ) -h tang/7 . X ( tang/; ) 

\- Pdpz= o, 

r 

d'où Ton tire, comme précédemment, l'intégrale générale 

816. Exemples. — i** Soit donnée l'équation homogène 

(x* — X*)^X — ixjr dx^=i o. 
En faisant j^ = tx, et divisant par x-, il vient 

[\ — i'^] [x dt -¥- tdx) — ltdx^=zO, 



ou 



( I — f * W/£ €lx 

—, — O. 

t[\-\-t^] X 

1t 



I 2 ' 

En décomposant le multiplicateur de rff en j j et intégrant, 

il vient 

t 
\o%t — log( I -H /' ) — logx 1= logC, ou — Cx, 

I -4- t 



ou, en mettant pour f sa valeur -» 



Autrement, en employant la transformation du n** 815, et divisant 
par r^, on a 

( cos'/? — sin'/> ) (sin/> dr -î- rcospdp) 

— 2 Qosp sïnp ( cosp dr — r sinp dp) z=: Of 

ou, en réduisant, 

— sinp dr -{- r cosp dpzmo; 
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en séparant les variables, on en tire 

_r __ cosp p __ ^ j _ logsin/? — logC, 
r sm/? 

ou enfin 

r = C sin/7. 

0^ Soit encore l'équation 

( j: — s[xj — y)djr. -^ ^xy dy = o. 

En posant j = t'^x^ et séparant ensuite les variables, on a 

dx 1^ dt 

1 ^ = o, 

X I — ^ — /- -i- r* 

ou, en décomposant le multiplicateur de dt en 

T 3 I II 

H » 



(i — r)* ai—/ 2. i -hr 
et intégrant, 



i_ _ \ 

Ce '-' Ci*e *"' 



817. Une équation non homogène peut quelquefois être rendue 
homogène par une transformation convenable. Soit, par exemple, 
Téquation 

[ax ~h by -{-c)dx -^ [a' x 4- l'y -*- c')dy = o. 

On peut faire disparaître les termes constants dans chaque paren- 
thèse, en posant 

x — ç-ha, y^zx-hfi, 

et déterminant les constantes a, |3 par les équations 

A) «« -+- ^p -f- c=:o, a!a-h b'p -h c'=zo. 

L'équation prend alors la forme 

(rtÇ -+- bïi] dl -t- (fl' Ç 4- ^'13) dr, = o, 

d'où, en posant r, = f $, 

dl [a' -^b't)d t __ 

y "^ a^\a' ^b)t'in^'l^ ~ ^' 

équation où les variables sont séparées. 
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Cette méthode serait en défaut si le déterminant des équations 
(Â) était nul. En posant, dans ce cas. 





a 


b 


/r, ax -\- bjr 

4 


: tf, 


l'équation devient 










«tr-h 


[b^ 


(c'+ ku) du 
- ak) u -\- bc — ac' 


0. 


Si Ton avait, 


de plus, 










a' 


b' r' 





a b c 
alors l'équation proposée pourrait s'écrire sous la forme 

[aa; -h- bjr -^ c) [dx -|- kdjr) = o, 

et elle serait vérifiée soit en prenant dx-\-kdy = o, d'où 

ax H- a' y -f- C = o, 

ce qui donne l'intégrale générale ; soit en prenant 

ax -♦- 6^ -i- c zir o, 

solution étrangère en général, intégrale particulière lorsqu'on a 

On aurait atteint le même but en prenant pour variables 
i/r=flj:-h^^-t-c, v^= a'x -4- b'jr -H c' , 

818. On peut employer pour la même équation différentielle 
une autre transformation, qui consiste à faire disparaître x dans 
le coefficient de dxy ely dans le coefficient de dy-j ce qui permet 
de séparer immédiatement les variables. Pour cela, posons 

En substituant ces valeurs, et identifiant l'équation ainsi obtenue 
avec une équation de la forme 
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on trouve les conditions 

On en lire d'abord 

d'où Ton conclut que X| et ^2 sont les racines de l'équation du se- 
cond degré 

a a' — ( ^ -H a' ) X 4- ^' = o. 

Ces racines trouvées, les équations font connaître les valeurs de g, 
A, g'j A'; etc. 

819. Une équation peut quelquefois devenir homogène par rap- 
port à X et à Zy lorsqu'on pose^ = -• Par cette transforma tioD, 
elle doit prendre alors la forme 



f'" y ( - j rfx -H x"»;^ ( - j </3 — o, 



OU, en mettant pour z sa valeur -9 






ou encore 

équation qui peut se ramener à la forme 

éLx dY 



y 



Exemple. — Soit Téquation 

(a* -^-xy^djzzz .rjr^djc; 

on peut l'écrire sous la forme 
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qui rentre dans le cas précédent. On posera donc 

, dy tdx—xdt 
xy = t, d ou -- — , 

r ' 

et Téquation deviendra 

dx {a-ht)di 



X at -hr — r 
où les variables sont séparées. 

820. Soit encore Téquation 

x"* [aydx -+- bxdjr) -h 7" [a' ydx -^ h'xdy) -- o, 



ou 



(rtLc"» -h rt'^" ) — -f- ( hj^' -h h' y'' ) -^ = o. 

X y 



En faisant a:"' == ^ , j" ;= r?, on a 

dlr //Ç dy dti 
^ ml y nn 

et Inéquation prend la forme homogène 

^ ' mÇ ^ ' nt, 

821. IV. Equations linéaires. — On appelle équation diffé- 
rentielle linéaire du premier ordre une équation différentielle 
dans laquelle la fonction j^ et sa dérivée j' n'entrent qu'au premier 
degré, et sans être multipliées Tune par l'autre. La forme générale 
d'une telle équation est ainsi 

P et Q étant des fonctions de la seule variable x. 
Pour intégrer cette équation, que Ton peut écrire 

dy-\-^ydx=iq^dx, 
posons 

(^) r = «*'» 

u elvf étant des facteurs indéterminés, dont l'un peut être pris ar- 
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bilrairement. On en tîre rfy^= i'du -f- udi^, et Téquation proposée 
prend la forme 

(3) uldv-^-vVdx) -i- crftf — Qdlr. 

Choisissons \f de manière à faire disparaître le premier terme, en 

posant 

dv -h i^Vdx =z o, d'où p =z A erS^dx^ 

A étant une constante arbitraire. L'équation, réduite alors à la 
forme 

vdu r= Qd[r, 

devient, en mettant pour ç> la valeur obtenue, 

du^^eS^d'(ldjc, d'où urr^C-^-^feS^dxç^dx, 

et, par suite, en écrivant G au lieu de AC, 

On voit que cette expression est indépendante de la constante A, 
que Ton aurait pu prendre tout d'abord égale à Tunité. On pouvait 
le prévoir d'avance, en remarquant que le choix de y était tout à 
fait arbitraire, et que, pour faire disparaître le premier terme de 
l'équation (3), il suffisait de prendre pour v^ une intégrale particu- 
lière quelconque de l'équation dvf -+- v^Vdx = o. 

822. On peut arriver à la même intégration par la méthode gé- 
nérale de la variation des constantes arbitraires. Considérons 
d'abord, au lieu de l'équation (i), l'équation sans second membre 
ou équation linéaire homogène 

djr -h Pjctr = 0. 
L'intégrale de cette équation sera 

Cherchons maintenant à représenter l'intégrale de V équation com-^ 
plète (i) par une expression de même forme, mais dans laquelle 
on remplacera la constante C par une fonction inconnue u de la 
variable x. Cela revient à prendre pour nouvelle inconnue jr di- 
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visé par T intégrale de l'équation sans second membre. Lorsqu'on 
viendra à differentier cette valeur 

les termes dans lesquels n'entrera pas la différentielle du facteur u 
seront les mêmes que si ii était constant, de sorte qu'il s'opérera 
entre ces termes les mêmes réductions que dans le cas de u := C. Or, 
dans ce cas, les deux termes de l'expression dj -hfjdx doivent 
se détruire, quel que soit C. Donc, pour u variable, il ne restera 
de ces termes que celui qui contiendra la différentielle de m, de 
sorte que l'équation se réduira à 

d'où l'on tire 

et l'on obtient ainsi la même valeur de j' que dans le numéro pré- 
cédent. 

Nous verrons plus tard d'autres applications de cette méthode 
d'intégration. 

823. Exemples, — I. Trouver une courbe dont la sous-tangente 
soit à l'ordonnée comme une longueur donnée a est à la différence 
entre l'ordonnée et l'abscisse (problème de de Beaune), 

On a la proportion Sclj = alj — Xy d'où 



a fi 



Ici 



€1 €1 *^ a 



'^ --.r . — /.r 



d'où 



/^J^'^'-^Qr/x = — i e '' '-^d.c z=z C -\. ac "(--+- i j , 



y =1 X -{- a -+- Ce", 



Si l'on prend pour nouvel axe des x la droite j)^ =x4-a, les nou- 
velles coordonnées X, Y seront liées aux anciennes par Les relations 

X X ^ 

V'2 V2 

H. — Gours de Cale, infin,, 11. *^2 
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et réquation de la courbe prendra la forme plus simple 

X 

II. Soit réquation 



, I — 2.r 



On a ici 



JVdx — — 1 — log.r*, tf/Prf'™ \ c"', fqef^'^'dx =_- e~^ -f- C, 
d'où 

j> — x*(i-t-Cc'j. 
III. Sommer la série 

.r jr' Jr" 

1.2 2.3 w (/i 4- I ] 

Comparons cette série au développement de — log(i — j:)[34o1, 

log z=z 1 h«--H h 

" I — XI 2 n 

On a évidemment la relation 

r/r . I 



(Le I — X 

En intégrant cette équation , on trouve, pour l'intégrale générale, 

On déterminera la constante d'après la condition que y s'éva- 
nouisse avec Xy ce qui donne C = i , et, par suite, la somme clier- 
cliée est 



I — X . I 



^- = I lop . 



I — .c 

824. On peut ramener à la forme linéaire toute équation de la 
forme 

en posanty(j') = z. 
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Equation de Bernoulli, — Soient Pet Q deux fonctions de x^ 
et considérons l'équation 

yP ^ ^ p^ P-M _ Q^.7, 



ou, en faisant q — p=^ n, 



| + Pr = Qr. 



On peut la mettre sous la forme 



d ' 



)""' , ,„ I 



équation qui devient linéaire lorsqu'on pose —j^^ = z, et qui 
donne 



On aurait pu traiter l'équation de Bernoulli directement comme 
Téquation linéaire, soit en posant j^= u^» et en séparant ainsi l'é- 
quation en deux autres, soit en employant la méthode de la varia- 
tion des constantes arbitraires. 

Exemple. — Soit l'équation 

djr -+• ydx =z xy^ dx. 

Si nous appliquons la méthode de la variation des constantes arbi- 
traires, nous aurons d'abord à intégrer l'équation dy-hj'dx = o, 
qui donne j^^ = Ce~-^. Substituant, dans l'équation proposée, la 
valeur j = i/e"-^, il vient 

er^du = u^c~^'dxy ou — .- = c^^xdx. 



u" 



d'où, en intégrant, 



f 



^0 



„i-l--*-;)'^-'^+^. 



OU, à cause de u = e^jj 






11. 
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825. Si l'on donne une équation de la forme 

on peut d'abord, en divisant par ax*j^'y la ramener à la forme 

Si Ton pose maintenant 

yidy — dz, d'où /.+' - (y -h 1)2, 

Téquation prendra la forme 

dz -h k- .r* «" dx - // j^'dx^ 

et elle deviendra linéaire si Ton a « = i , c'est-à-dire — - — = 1 , 

7 -ri 

ou jS' == (3 -h I , c'est-à-dire si l'équation donnée rentre dans l'équa- 
tion de BernouUi. 

§ II. 

APPLICATION DE l'iNTÉGRATION UES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
A LA RECHERCHE DE LA FORMULE d'adDITION DES TRANSCENDANTES. 

826. Soit cj(x) une fonction donnée de j?, et désignons par 

n[x)dx, prise à partir d'une limita con- 

a 

stante a. On propose de trouver la relation qui doit exister entre 
trois arguments x,j^, z pour que l'on ait, entre les valeurs corres- 
pondantes de la transcendante II, la relation 

(i) • u[x]^U{r]=z\l[z). 

Pour cela, supposons z constant, et, par suite, Jl{z) égal à une 
constante C. En différentiant l'équation (i), on a l'équation difle- 
rentielle 

[2) Tn[x)dx -h Ej(j)r/r :^ o, 

dont l'intégrale générale s'obtient immédiatement sous la forme 

n(j:) -hii(r) = c. 

Supposons que, par un moyen quelconque, on ait obtenu la même 
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intégrale générale sous une autre forme 

Si dans Téquation Tl(^x) 4- EL (j^) = G on fait x = a,Il (x) s'an- 
nule et Tl[y) devient égal à G, c'est-à-dire à n(z), d'oiij=z 
pour X =1 a. Introduisant ces substitutions dans l'équation (3), 
elle devient F (fl, z)= G', et, par suite, on a, pour la relation cher- 
chée entre les arguments a:,j^', «, 

(4) F(x,r)^F(«,2). 

Si Ton représente par m, i^ les intégrales II( j:), H (j)'), et par 

les fonctions inverses de ces intégrales, on aura z = "^[u-^- v^), 
a:= ?(<>)> et la relation (4) prendra la forme 

(5; F[t(«), f;.)] = F[ç(o), t(« + .)]. 

827. Exemples. — I. Si l'on définit la transcendante logx par 
Téquation 

logx== f ±:, 



t I 



considérons Téquation différentielle 

— -\-~=o, 
,r y 

dont l'intégrale immédiate est 

log.r 4- log j :^ C. 

Si Ton écrit l'équation différentielle sous la forme 

on en tirera, en intégrant. 

xy = C, 

d'où (en faisant x ^^^ \ , y =r. z), 

a ^ 3, xr z=. z , logx H- log j — log ( xj ) 



3.(2 LIVRE IV. — CHAP. II, $ II. 

Soit f(ii) la fonction inverse de u = logj:; les deux formes 
de l'intégrale deviendront 

En supposante ==ç(u) = i, d'oùu = o,i^== C, il vient 

ff[C).=szC, ou C = logC'. 

En remplaçant donc tour à tour C par m 4- j/, et C par xy, on a la 
formule d*addition des transcendantes logarithmiques sous les 
deux formes 

et 

logx-f-log^ =log(xj). 
II. Si Ton pose, par définition, 






Téquation difTérentielle 

U) .H ^=o 

aura pour intégrale 

(13) n(.r) + n(j^) = C. 

On peut d'ailleurs écrire Téquation (or) sous la forme 

= r£r H-rfj-f- (^ -Hj — .r)jdlr-h [x -\' y — y] x dy 
--[\ — xy)d[x->ry)—[x^y)d[\'-xy), 

ou, en divisant par (i — ^jY^ 

7) d '- =0^ d où = C 

^ ' ' I — j^- I — xy 

Soit maintenant tangu la fonction inverse de u = Jl[x). En fai- 
sant X = = tango, d'où ç» = C, j =-• tangC, il vient 

tongC — C 
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Donc 

tang w-f-p = ^ 2_, 

^ ' I — tangMtangp 

et, en remplaçant II [x) par arc tango:, 

X -h r 

arc tangjr -+- arc tang^ = arc tang • 

I xjr 

On trouverait de la même manière la formule analogue relative 
aux tangentes hyperboliques. 

m. Si l'on pose 

n(.r)=/ -^=., 
Jo V ' — -^ 

Téquation diffiérentielle 

elx dr 



aura pour intégrale transcendante 

n(x)-t-n(j)izzC. 

Cherchons maintenant une intégrale algébrique de cette même 
équation. Pour cela, posons 

dr dy , 

-=:du^ 



d'où 

dx , dr 7 

En élevant au carré ces deux équations, et différentiant par rap- 
port à la variable indépendante ix, on a 

d'où 

d^x d^y 

'dû^'^~''' dij^"^' 

Posons maintenant 
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les équations précédentes donneront 

dp dq d.T^ dr^ 

dû du ~ du* ~ dV^ = — P^I^ 

d'où Ton tîre, par division, 

d^p dp 

du* T Hu dq 

-——-=-, ou -—- = -', 
dp dq q dp q 

du du du 

équation connue [812 et 827, I], d'où Ton conclut 

dp 

et Ton a de même 

A et B étant des constantes arbitraires. En substituant à /', q, 

-7-5 -7- leurs valeurs ci-dessus, il vient 
du du 



^/V --p -+. fi .ryt ^B[^x-\- y) , 
équations d*où résulte entre les deux constantes la condition 

ABrr^— I. 

On en tire, par addition et soustraction, 

/ A -f- B A - B 

[a] < 

^ ' ' , — : A -f- B A — B 

A -+- B 
Entre les équations (a) éliminons : il vient 

A — B 
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d'où 

_ ç,__ _2_ _ 2A_ x' — .r* 

Â - B A* H- 1 — ^ ^7^~;^__ X v^T— 7* 

On a donc 



( ^ ) j- v^' I — . r« H- ^> V I — -^* — tr . 

En faisant maintenant rî(x) = u, n(j ) = ^', j:=^ ^(m), j' = ]>(*'), 
il vient, pour x =:^ o, m =^ o, v = C, y = y (C), d'où, en vertu de 
Téquation (i). 

Donc, en remplaçant f par la notation ordinaire sin, réquation(£) 

devient 

sin u cosp H- sinf cosm = sin ( m h- c ) . 

De même, en éliminant entre les équations [a), il vient 

A-^-B , 



d'où 



{'T v'i — ./•*— r^i —,>•*) (.r v'T"— .)-*H-,r ^/i — ^•-) 

_ ('^^ •- .>•* ; ( N-^' — •^•' y/T^ j' — -^y) 

.r ^ I — j - -I- \/ 1 — J7* 

_ r .r* - .,-» ) ( v/7-T* v/^7-^ - 'Ky) 

— : ) 

2 

~ À"^" B 

A -^- B 



Pour x= o, j := sinC, il vient 



Donc 

cosi/ cosi' — sintf sin(' = cos(£i -l- i'). 

IV. Soit le polynôme du quatrième degré 
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et posons, pour abréger, 

Cherchons une intégrale algébrique de Téquatîon difTérentielIe 

dx dy 

d*oii dépend la propriété fondamentale de la transcendante 





\\[x] rr: f --^. 


Pour cela, posons 


dx dy 

— . .— ~ — du. 

V^X v^Y 


On en tire 





__ r/x* ,^ dxd^x , , ^ ^ ^ . - 

X=-7— ) aX :2 — " : (iax' -r- 3<7i.i'-4- 2rt,.r-h «j)ax, 

(lu* du^ \ M . 

d'où 

d^x / , o • 
'i ——7 = aax^ -h oatx^ -4- ia»x -f- «3, 

et de même 

d^r 

Si l'on pose maintenant x -f- j =z p^ x — j^ = q, la dernière équa- 
tion devient 

. dp dq w' -4- 7* 3/>* -h 7* 

__I rr- ^;?7 U fl,7 — h fl,/?7 H- «37» 

et de l'addition des deux équations précédentes on tire 

2 -^ =r û/?(/l= 4- 37») -f- -Ji (/>« + 7» ) -f- 2«,/7 + 211,. 

En éliminant a^p + aj entre les deux dernières équations, il vient 

d^p tlpdq , _ 
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d'où 

dp tPp dp*dq dp* 

= -^ = iapdp + a^dp. 



et, en intégrant, 






OU, en mettant pour -/- sa valeur — — |- -— = JX — \/Y, 

^ du du au ^ ^ 

ce qui est l'intégrale algébrique de Téquation proposée. 

La fonction 11(0:) contient comme cas particulier l'intégrale 
elliptique de première espèce 



r^ dr 



et de l'intégrale précédente on pourrait tirer le théorème d'addi- 
tion des fonctions elliptiques. Mais, pour éviter des calculs pé- 
nibles, traitons directement l'intégrale u, ramenée à sa forme 
normale. 

V. Pour intégrer l'équation 

dx dy 

4- . , =0, 



v/'i — .r*v^i— /«.r* ^i—jri^i _ À«y 



posons X = sin(p, y =zsiny^, d'où, en faisant Aç = y i — /r^sin-cp, 
Téquation différentielle devient 



o. 



Si l'on pose 






l'équation a pour intégrale immédiate 
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Pour obtenir une intégrale algébrique, posons 
(Poil l'on tire 



Elevant ces deux équations au carré, et difTérentiant^ il vient 

d^9 
1 — ^ = — ik^ siny cosy r- - X* sinri^, 

a —— = — 'i X' sinx cos x =^ ~ ^'' sin 2 ;^. 
Si Ton pose (p-f-;^r=^, q) — 'f^^=z q^ ces équations donnent 
— ^=:— -- X*[sin(;7-|- ^) -î sin(/? — 7)]= " X'sinpcos^, 



et de même 



On a d^ailleurs 



d'où 



— -^ -=: — X' cosw sin q, 
du* 



dp dq 



, -- — X* sin (y -4- yj) sin (?> — x) -*- — X* sin/i sin 7. 

On tire de là 

d^p d*p dq 

ai/' cos 7 fiu* du 

— _^_, ou -, =^ — : — 7 
^a^ sm^ dp sinq 

du* du 

d'où 

(i) ^^r^Asiny, 

A étant une constante arbitraire. On trouve de même, B étant une 
autre constante, 

( 9. 1 -/ z= B sin» . 

^ du ^ 
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De ces deux équations on tire, en éliminant du, 

A sin qdq-^B sinpdp^ 

d^où, en intégrant de nouveau, 

[')] A cos<7 — B cosp -h C -^ o. 

En mettant, dans les équations (i) et (a), pour -j — i leurs va- 
leurs, on a 

Asin(î. -x; ^ A?— ^Xf 
B sin{f -\- y^] -- If -+- ^x^ 

Soit maintenant a ce que devient ;j pour ç = o. Ces équations 

donneront 

— A sin 0- =: 1 — Ao", 

B sine- = I -h A<j, 
et Téquation (3), ou 

;4) Acos(^ — X) — Bcos(y-4-x)4-C' = o, 

donnera C'= (B — A) coso',d'où 

At — I At -f- I 1 coso- 
A = ; > B = — ; 9 C :^ — : • 

Sin (7 sm<7 smo- 

Substituant ces valeurs dans l'équation (4); et réduisant, on en 

tire 

cos(r;= cosy cos;^ — sin ^ sin ;^ Ag*. 

Soit maintenant ami/( amplitude de u) = f la fonction inverse 
de l'intégrale u = F[f). On aura 

et la formule précédente deviendra 

cosam(i/ + i'] = cosamu cosamp — sinamu sinamt'Aam(a + v)^ 

formule d'addition des fonctions elliptiques, d'oii l'on peut tirer 
un grand nombre de formules analogues. 
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(') 



§111. 

THÉORIE DU MULTIPLICATEUR DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

DU PREMIER ORDRE. 

828. Nous avons vu que, lorsque la condition 

ÔM dis 



dy dx 



est identiquement vérifiée, l'expression Mrfx -|- N^ est une dif- 
férentielle exacte , et qu'alors l'intégrale de l'équation différen- 
tielle 

(i) Mrfx-i- N^j- = o 

est 

/(M£/.r-f-NJ7)=:C. 

Si la condition (i) n'est pas remplie, nous allons montrer qu'il 
existe toujours un multiplicateur fi, fonction de x et dey, tel que, 
en multipliant par ce facteur l'expression Mdx -h Ndj', le produit 
soit une différentielle exacte. 

Nous avons déjà vu des exemples de l'existence de ce facteur 
dans les équations où les variables sont séparables, telles que les 
équations de la forme [813] 

X,Y^Zr-!-XYi^r==o, 

dont le premier membre devient une différentielle exacte lors- 
qu'on le multiplie par --^ • 

Nous avons rencontré des équations dont le premier membre 

admet plusieurs multiplicateurs différents. Ainsi le premier membre 

de l'équation ^ 

j'dx — .vdj' =1 o 

admet les multiplicateurs 

I I T 

— » -T» -i» etc., 
xj' .r* y^ 
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qui donnent à ce premier membre les formes 

</log-î — rf-» d'-t etc. 

y ^ y 

829. Pour prouver l'existence générale d'un multiplicateur 
pour toute expression telle que Mrfjr + Nrfj'-, nous nous appuie- 
rons sur le théorème, démontré dans le Chapitre précédent, § IV, 
que toute équation 

(2) Mdlr-f-Nr/>-==ro 

admet une intégrale générale renfermant une constante arbi- 
traire C. Si Ton suppose cette intégrale résolue par rapport à C, 
elle sera de la forme 

(3) F(.r,j)z=C, 

la fonction F(j:,j^) étant au moins susceptible d'une représenta- 
tion géométrique [786]. 

dr . 
Le -p tiré de l'équation donnée (2) doit être égal, en tout point 

dy 
d'une quelconque des courbes (3), au ~ tiré de la différentiation 

de l'équation (3), ce qui donne la relation 

dF ^F 

(i) ^ = ^. 

^•^^ M IN 

Or cette relation finie, sans constante arbitraire, déduite de l'é- 
quation différentielle et de l'intégrale générale qui lui est équiva- 
lente, doit être une identité ; car, sans cela, elle exprimerait une 
relation entre a: et j^ qui ne serait pas compatible avec une valeur 
arbitraire de y correspondante à une valeur donnée de jr, comme 
doit l'être l'équation intégrale générale dont l'équation (4) est la 
conséquence. 

Remarquons, en passant, que ce que nous venons de dire s'ap- 
plique à toute équation finie, sans constante arbitraire, déduite 
de l'intégrale générale. Ainsi, toute relation entre x et y seuls, 
sans constante arbitraire ^ déduite d'une équation F(a?, j, C) =0 
renfermant une constante arbitraire^ doit nécessairement se ré- 
duire à une identité. 
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830. Les deux membres de Téquation (4) étant donc identique- 
ment égaux, désignons leur valeur commune par fx. Cette quan- 
tité fi sera une fonction de x et de y, inconnue tant que l'on ne 
connaîtra pas un moyen d^ntégrer Téquation différentielle, mais 
dont Texistence, du moins, est démontrée. On a, d'après cela, 

d'où l'on tire 

Par conséquent, en multipliant par yi le premier membre de l'é- 
quation différentielle (a ), on le change en une différentielle exacte. 

831. En développant la condition d'intégrabilité de l'expression 

|ut(Mrfj:-+-Nrfy), 

on obtient l'équation aux dérivées partielles 

„()p ^df* (<m d^\ 

qui servirait à déterminer /!z, si l'on savait l'intégrer. Mais nous 
verrons plus tard que l'intégration de cette équation, dans le cas 
général, revient précisément au problème de l'intégi'ation de l'é- 
quation (a). 

On peut cependant trouver p dans un grand nombre de cas 
particuliers, et la recherche du multiplicateur constitue la méthode 
la plus générale pour l'intégration des équations différentielles du 
premier ordre et du premier degré. 

832. Si un multiplicateur /ui rend intégrable l'expression 
li.[^dx+ ^dy), qui devient ainsi égale à du, l'équation différen- 
tielle donnée ( a ) se trouvera alors équivalente à 

■^du 1=0. 



f* 



Elle sera donc vérifiée soit en posant du = o, ce qui donne Tin- 
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tégrale générale, soit en posant - = o, ce qui donne une intégrale 

particulière, ou bien une solution singulière, ou une solution 
étrangère [781 ]. 

Exemples. — I. L'équation 

admettant pour multiplicateur — » l'équation - == o donne xj =o, 
ce qui est un système de deux intégrales particulières qui se tirent 

de l'intégrale générale - = C, en supposant tour à tour C = o et 
C = oo . 

II. Le multiplicateur de l'équation 

étant -;=> l'équation' 

- = \^xy = o 

donne une solution singulière [789, III]. 

833. Une équation donnée admet une infinité de multiplicateurs. 
En effet, si /x est un multiplicateur de l'équation Mdx + Nrfj = o, 
de sorte que l'on ait 

<f{u)du= ii(f{u){Mdx + Nrfy ) sera aussi une différentielle exacte, 
quelle que soit la fonction cp. Donc (Af (m) sera encore un multi- 
plicateur de l'équation différentielle. L'intégrale obtenue au 
moyen de ce nouveau multiplicateur est la même que dans le pre- 
mier cas ; car il revient au même de poser u = const. ou de poser 
4^ (u) = const., 4> désignant une fonction quelconque. 

Réciproquement, si jx et {A| sont deux multiplicateurs de la 
même équation, de manière que l'on ait 

|X|(Mc£r -hNfl[^) =zdui, 
H. — Cours de Cale, infin,, II. 23 
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la quantité 

du^ = ^ du 

étant une différentielle exacte, il résulte d'un théorème démontré 
j au n® 779 que ~ est une fonction de w. Donc le multiplicateur |uL| 

I r 

est compris dans la formule jxc{)( u). 

834. II s^ensuit de là que, étant donnés deux multiplicateurs 
différents |ui, jUi d*une même équation différentielle, on obtiendra 
l'intégrale générale de celle-ci en égalant à une constante arbi- 



i\insi, Téquation 



traire le quotient 



xdj- — j'dx r= o 
admet comme multiplicateurs 



f*^:^-' '" = i 



Elle a donc pour intégrale générale 






/* 



X 



835. Donnons maintenant quelques applications de la méthode 
du multiplicateur à l'intégration des équations différentielles. 

1. Divisons Téquation (a) [828] par N, et mettons-la sous la forme 

djr -{- Tudxz^z o, 

M 

en faisant, pour abréger, L = —• Cherchons dans quels cas cette 

équation deviendra intégrable au moyen d'un multiplicateur fonc- 
tion d'une seule des variables, de x seul, par exemple. 

En écrivant la condition pour que f* (rfj^ -+- Lrfx) soit une diffé- 
rentielle exacte, il vient, |tjt étant indépendant dej^, 

df* _ d(fxL) _ dL 
dx dy dx 
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OU 

I dli ()L 

fA dx dy 

Puisque \l est une fonction de x seul, il devra en être de même de 
v-^î et, par suite, il faut que L soit de la forme 

X et Xi étant des fonctions de x. Alors Téquation proposée doit 

être de la forme 

dy H- ILydx H- X| dx — ; o, 

c'est-à-dire qu'elle doit être linéaire. Alors la valeur de |ix sera don- 
née par l'équation 

- - ---- X a.r, d ou uLz=z e ■» 

en particularisant la constante arbitraire qui devrait être en fac- 
teur, ce qui est permis, puisque évidemment la multiplication par 
un facteur constant n'a aucune influence sur l'intégrabilité de la 
fonction. Le premier membre de l'équation devient, en multipliant 
parfx, 

cS^ à^dy -\- ye^^ *'■'' Xdx -^ e^^'^' X, dx, 

d'où, en intégrant, 

ye^^'^^-^Je^^'^'X^dx^C, 

ce qui nous ramène à la formule trouvée [821] pour l'intégration 
de l'équation linéaire. 

On voit que, dans ce cas, le quotient -- doit être de la forme 
Xj^-hXi, et le multiplicateur de l'équation M rfo: -H N d[r = o 

est alors — e^^^'* 

N 

Si le quotient -r était de la forme Yx -f- Y, , Y et Y^ étant des 
fonctions dej^'-, on verrait de même que le multiplicateur serait 

Bl 

23. 
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836. II. L'équation 

(2) M^x-^N<(; — o 

peut s'écrire sous la forme 

l,«,.,...|(Ç.l:).i,M.-N.,(i'-ïl)=o, 

ou bien 

(2)' i (Mx + Kj) rfloglarj) + 1 (Mx-Nj) dlog- ^ o. 

2 2 ^ 

Les fonctions Ma-I-N^, Ma* — Nj^, qui multiplient des diffé- 
rentielles exactes, ne peuvent être toutes les deux identiquement 
nulles, sans quoi M et N le seraient aussi. Examinons d'abord les 
cas où l'une des deux serait nulle. 

i" Si Mj: -hNj^ est identiquement nul, le premier membre de 
Téquation se réduit à 



d'où 



\[Via -l^y]d\o^y 



— -rflog- 



Mx — Nj 2 ^y 

Le second membre étant une différentielle exacte, le facteur 

d'intégration de l'équation (2) sera donc =r- • 

2® On verrait de même que, si lAx — Nj^ est identiquement 

nul, le facteur d'intégration sera ~ --• 

3** Supposons qu'aucune des deux quantités Mo: -h Nj-, Mx — Ny 
ne soit identiquement nulle, et divisons d'abord le premier membre 
de l'équation (2)' par Mo: -h Nj^. Il vient 

Mdlr -4- N£(r I ,, / X I Mx — Nr ,, sn 

---- -—^ = - dlos xj + - ^ dlog - = o. 

Le premier membre sera une différentielle exacte si 



Mj--i-n^ "x 
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en est une, et, par suite [7791, si — est une fonction de loe - 

OU de -5 c'est-à-dire, si — est une fonction de ce rapport -• C'est 

y ' N '^^ X 

ce qui a lieu, en particulier, lorsque M et N sont des fonctions 
homogènes du même degré de x et de j. Ainsi, dans le cas d'une 
équation homogène, le facteur d'intégration est 



à moins que Mo: -f- ^j ne soit identiquement nul, auquel cas nous 

avons vu [i°] que le multiplicateur serait — -— • 

4** Divisons l'équation (2)' par Mx — Nj-, ce qui donne 

Le premier membre sera intégrable si -7- est une fonction 

de xjy c'est-à-dire, si le rapport -rr-^ est une fonction de xj, con- 
dition qui est satisfaite si l'on suppose 

Donc, dans cette hypothèse, le multiplicateur de l'équation (2) 

sera 

I 



M* — Nj 



sauf le cas de Mx — "Sy = o, dans lequel (2®) le multiplicateur 

I 
est —- . 

Remarquons que, si l'on change j^ en -1 l'équation (2) devient 

dz 
Mdir — N — = o, 

z 

où M et N sont remplacés par M' = M, N' = ^ • On a alors 



M 



■=;'(?)• «■=-i^(f) 
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<ie sorle que le premier membre de Téquation transformée esl 
liomogène par rapport à x et à z, et Ton se trouve dans le cas 
traité au n^ 819. On a alors 

1 f 

837. Exemples, — I. Soit Téquation homogène 

[x-^y)dx — [jr — x) djr 7=z o. 

En divisant par (x4-j')x — [x — j ) j =j:--hj-, le premier 
membre devient 

( .r -4- Y ) r/.r — [r — y) tir 

ce qui donne, en intégrant, 

w î — -.-arctaiig- o, 

C ^ jr 

équation de la spirale logarithmique. 
II. Soit Téquation 

( y -h -ry^ ]dx -^ [x — a*' j) dy- - o. 

ni V T'y — ^ X Y 

On a — ^ - = '-^ — -- : = une fonction de xy. Le multiplicateur 

de Téquation est donc x{y -hxj^) — j" {x — ^'^J") = ^ «r^J *» ce 
qui change Téquation en 

d^où Ton tire, en intégrant, 

« 

X I 

log-— :-C. 

j' -^y 

838. III. On peut chercher directement dans quels cas le multi- 
plicateur sera une fonction homogène de x et àej^ ou bien une 
fonction de xj. 
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i^ SI l'on suppose ji homogène du degré zéro, îl sera de là forme 



f*==?(j)--7(0. 



en posant ^ = -» d'où 




dt t 
% — ~» 

ox X 


dt I 



et l'équation aux dérivées partielles du n® 831 , à laquelle doit sa- 
tisfaire la fonction yi, deviendra 

d'où 

€/logy(/;-f--p -J" x^dlzzzo. 

Pour que cette équation subsiste, il faut que 



\ dy dx 



) 



soit une fonction de t ou de -> c'est-à-dire une fonction homogène 

X 

du degré zéro, ce qui a lieu, en particulier, lorsque M et N sont 
deux fonctions homogènes de même degré. 

Il y a exception dans le cas de M x -4- Nj = o. 

2® Par un calcul semblable, on verra que, pour que le multipli- 
cateur soit une fonction homogène de degré m, 

il faudra que Ton ait 

rflog, (,) 4- ^<^- '^^ rf* ^- o. 

On en conclut que 

\ox ox j 
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doit être une fonction homogène du degré zéro, ce qui a encore 
lieu lorsque M et N sont deux fonctions homogènes de même 
degré. 

3^ On verra de même que le multiplicateur sera une fonction 
de xy si 

dx àx 
est une fonction de xy, ce qui a lieu, en particulier, lorsqu^on a 

839. IV. Appliquons la méthode du multiplicateur à Tintégra- 
tion de Téquation 

(i) aydx -{- bxdf zzijc^jr'^ [a'ydx-\- b'xdr]y 

a, b, a'j V étant des constantes. Pour cela cherchons, pour cha- 
cun des deux membres, la forme la plus générale de son multipli- 
cateur, et nous verrons ensuite s*il est possible de faire coïncider 
ces deux formes, ce qui donnera le multiplicateur de Téquation 
tout entière. 

L'expression aydx-^-hxdj devient une différentielle exacte 

lorsqu'on la multiplie par — 1 et l'équation ajdx -t- iorrfj^ = o 

xy 

a pour intégrale 

log ( xf^y^ ) =1 const. y ou x^j*' = const. 

Donc la forme la plus générale du multiplicateur de cette expres- 
sion est [833] 

— ^{x^yà), 

xy ^^ / 

On verrait de même que la formule la plus générale du multipli- 
cateur du second membre de l'équation (i) est 

1 ^ (^«yM. 

Pour faire coïncider ces deux formules, il faut donc choisir 
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les fondions cp et ;( de manière que Ton ait 

ou 

Cherchons à déterminer ces fonctions, en les supposant égales 
respectivement à des puissances de degrés indéterminés r, s, ce 
qui donne 

d'où 

ar -f- m = /i'.ç, br ~h nz= f/s, 
a!n — h' m an — hm 



r—~ —n 77- > ^ = 



ab' — a'b ab' — ab 

sauf le cas où l'on aurait a : a'= i : 6', et dans lequel l'équation (i) 
s'intégrerait immédiatement. D'après cela, le multiplicateur de 
l'équation (i) sera 

et, en faisant la multiplication, l'équation deviendra 

^r-i^r-i l^axdx -{- bxdx) = .r«'*-»j^'-» [a^dx H- b'xdf), 

d'où l'on tire, en intégrant, 

r s 

840. V. Voici une autre méthode qui s'applique à l'équation 
précédente et à un grand nombre d'autres. 
Considérons l'équation 

}lLdjp -f- l^dy = 9dx + Q//r» 

et supposons que l'on sache déterminer les multiplicateurs |ui et v 
des deux membres de cette équs^tion, ce qui est possible toutes 
les fois que l'on sait intégrer séparément les deux équations 

Méir-hNflîr— o» Pdlr-hQrfjzz: o. 
Soit alors 

f*(Mdir -h "Sdx) = duy v(Pd:r -f- Qd[r) = dv. 
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Téquation proposée deviendra 

du =r. i- dv, ou 'J€lu — udt> —z o, 

V 

et, si Ton exprime x eij en fonction de u et de t^, on obtiendra, par 
la substitution de ces valeurs dans il et dans y, une équation difle- 
rentielle entre u et i' qui pourra rentrer dans un des cas que Ton 
sait intégrer. 

Exemples. — i° Appliquons cette méthode à Téquation du 
numéro précédent. On a dans ce cas 

I T 

u :r= y V : .: 7 

et, en représentant les différentielles 



€lu dv 

par - -1 » on aura 

L'équation différentielle devient alors 

du a dv ,„ „ dv 

Or, en résolvant les équations 

a logo: — ô logj - l^gw, a' logx -r- b' log^- --: logi', 
il vient 

d'où, en faisant, pour abréger, 

«'« — A'/w an — bm 

^ '^' ™^7» ' ^ ~~ ab' -^a'b' 

on tire 

log [x"^y" ] — — r logw -l- s log*', x'"^" -^ «-'"i»', 

et Téquation différentielle devient 
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dont Fintégrale est 

— z= - -^Cy etc. 

r s 

7? Soit Téquation 

x'j* [dx — b€ly) '^a[xdx — 'T^dy) = o. 

En multipliant respectivement les deux termes de cette équation 

par 

I 1 

x*j * xjr 

on obtient les diiTérentielles 



d'où Ton tire 



Hq dx dr 
du -:^ dx — b dy-y — = - - — — > 

V X y 



X 

u :- X — fcr, j»=r — « 



L'équation difTérentielle devient alors 

f _ a dv 
-du A — j o, 

c'est-à-dire 

xydu -h «- - - - O. 



Or on a 



uv « „ , «*«' 

r = , j ~ _ —, cl ou xy = 



et Téquation difTérentielle devient 

II' au H ^ — r dv = o, 

d'où l'on lire 

u^ I h^\ 

---hall' j — lah logf I - C, etc. 

841. AI. L'équation que nous venons d'intégrer est un cas par- 
ticulier de l'équation plus générale 

M<ir -{-^dy -^^[yilx — xdy] =0, 
dans laquelle M et N sont deux fonctions homogènes du même 
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degré m, et P une fonction homogène du degré n. Si Ton fait 



M 



= .r>(Z), N^x«^(^^), P---+(J)» puis J-^ 



Toquation devient 

x'"y(^)££r 4-.r'";^(/)(x//r-i- tdx) -f- j:*+* •]*(/) </r=:-- o, 
OU 

équation de BernouUi [824], qui serait linéaire si Ton avait 

mzri n -h 1. 

En appliquant cette transformation au second exemple du nu- 
méro précédent, il vient 

«*l*[r£r — btdjr — hxdi] ^- ax^di^ o, 

OU 

d.r hx a __^ 

ou enfin 

dont rintégrale est 

842. On peut ramener au cas que nous venons de traiter Téqua- 
tion suivante, connue sous le nom adéquation de Jacohi : 

[a -T- a'x -h (^y) {^^y — X^-^] — (^ + ^'^ -t- b''x)dx -h [c -h ex -f- cfjr)dx = u. 

Il suffira, pour cela, de faire disparaître les termes constants dans 
les parenthèses et de ramener Téquation à la forme 

(A'Ç -*- A%) (Ç^iî - Tsdi) - ;B'Ç + B^)* -h (C'Ç -H CU)di = o, 

en posant 

j'= ;-+-'» J=: vj -h S 
oc a 
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'-> - étant deux indéterminées. Si Ton substitue ces valeurs dans 
oc a 

l'équation donnée, elle devient 



(a'Ç-i-fl%)(Ç^iî--flé/5) 



-[ 



a a ' 



-*-.] 



^% rfïî 



a a. -4- fl'S -4- /i"y y 



>; -f- ^ («'Ç -h a'n] — c'Ç — c% rfÇ 



« a 

flra 4- a'P 4- «"7 j3 ^a -4- ^'|5 4- A"y 



a a a 

av. -f- «'/3 4- a^f 7 ca 4- c'jS 4- ^"7 



a 



1^5 = 



-C%1 



o. 



En égalant à zéro les coefficients des deux dernières lignes, il 
vient 

av. 4- cip 4- «"7 _ hv 4- ^'/3 4- h"y __ ca 4- c'^ 4- 0^7 
« ~" p ^ 7 

Si Ton représente par X la valeur commune de ces trois rapports, 
on aura les trois équations 





[ci — >) a 4- a'P 4- a"v 0, 




^«4.(^,'_>)^6 4-rV — «1 




ca 4- c'P 4- (c" — >) V — 0, 


d'où l'on tire 





n 



a — \ a* a 

h h'—\ h" 



c 



" — ). 



1= O. 



(]ette équation étant résolue, on aura oLj ^,y par les proportions 

_ dR dK dK _ 
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§ IV. 

ÉQUATIONS DIFFÉREKTIELLES DU PREMIER ORDRE ET D'UN DEGRÉ 

SUPÉRIEUR AU PREMIER PAR RAPPORT K -j-' — INTÉGRATION 

ax 

PAR DIFFÉRENTIATION. 

843. Lorsqu'une équation primitive est du premier degré par 
rapport à la constante arbitraire, comme l'équation 

w -+- Cv r- o, 

u et K^ étant des fonctions de x et àej, l'élimination de cette con- 
stante conduit immédiatement à une équation 

(lu fiv 

u V 

(lu premier degré par rapport a -j-- 
Mais, si l'équation primitive 

(l) F(.r,J, C)rr^O 

contient la constante arbitraire sous une forme quelconque, alors 
l'élimination de C entre cette équation et sa différentielle con- 
duira généralement à une équation 

qui ne sera pas du premier degré par rapport à ~-> lorsqu'on 

l'aura délivrée des radicaux. 

Si nous supposons l'équation (i) résolue par rapport à C, elle 
fournira pour cette constante diffiérentes valeurs en fonction de x 
et dey, 

(3) Cj=:Wi, Ci=tt„ ..., 

et chacune de ces équations, qui n'auront pas lieu à la fois, mais 
dont une seule pourra être vérifiée dans chaque hypothèse, don- 
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nera une équation différentielle 

(4) i^-/'--°> 51-'''-==° 

On peut grouper toutes les équations (3) sous la forme d'une 
seule équation, en égalant à zéro le produit des quantités qui 
s'annulent en vertu de ces équations, ce qui donne l'équation 

(5) (C,-tt,)(C,-«,;..--=o, 

qui est équivalente à l'équation (i). Comme un seul des facteurs 
doit s'annuler, les fonctions Uf, u^, ... ne pouvant, en général, 
rester constantes en même temps, il importe peu de désigner, dans 
ces divers facteurs, les constantes arbitraires par la même nota- 
tion ou par des notations différentes; de sorte que, au lieu de 
Téquation (5), on peut prendre l'équation équivalente 

(6) (c — tt,;(c — ii,\..^o. 

Cette dernière forme a sur la précédente (5) l'avantage de pouvoir 
se simplifier par des réductions, ce qui ramène à l'équation (i). 

Cela revient à considérer les diverses séries de courbes repré- 
sentées par les équations (3), séries qui seront tout aussi complè- 
tement représentées si, au lieu de désigner les constantes arbi- 
traires par Cl, C2, ..., on les désigne toutes par le même symbole C. 
Lorsqu'on fait le produit (5) des équations 

l/j — Cl ^-^ 0, l/j — C, rr:: O, ..., 

si l'on établit entre d, Cj, ... une relation quelconque,, celle 
d'égalité par exemple, cela revient à associer ces diverses courbes 
de certaines manières; mais, en donnant à C toutes les valeurs 
possibles, la série des groupes comprendra toutes les séries parti- 
culières représentées par les équations (3). 

Ainsi les intégrales des équations (4), auxquelles équivaut l'é- 
quation (2), seront aussi complètement représentées par l'équa- 
tion (6) que parles équations (3) ou par l'équation équivalente (5). 
On peut s'en rendre compte en considérant la représentation géo- 
métrique que nous avons indiquée au n® 786. Ici la surface repré- 
sentée par l'équation (i), et dont Tordonnéc est C, se composera 
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de plusieurs nappes, et l'on obtiendra Tensemble de toutes les 
lignes de niveau de la surface soit en menant une série unique de 
plans horizontaux dont chacun coupe les diverses nappes , soit en 
coupant séparément chaque nappe par une série particulière de 
plans horizontaux. 

844. Réciproquement, étant donnée Féquation différentielle (a), 
pour rintégrer, on commencera par la décomposer en facteurs du 

dr 
premier degré par rapport à -, 9 en la mettant sous la forme 



(£ -^') (£-/'«)• ••=°' 



ce qui revient à poser les équations (4)* Si Ton intègre celles-ci 
séparément, et qu'on suppose les intégrales mises sous la forme (3), 
on pourra réunir ces intégrales sous la forme (5), ou, ce qui revient 
au même, sous la forme (6). 

Exemples. — I. Soit donnée l'équation différentielle 

a*/" — xy =r= o. 

On en tire pour j ' les deux valeurs 

:^ ' — -f- - v^', y -= — - v^xr , 

qui correspondent aux intégrales 

i T 

Le produit de ces deux équations se présente sous la forme plus 
simple 







B 


iù- 


-cr- 


9 a» 


= 0. 




IL 


Soit 


l'équation 
















«0/ 


" + «1 


1/"-' 


4-... 


+ «» 


= 0, 



/Iq, Al, . • ., On étant des constantes. Si Ton désigne par p^, pt, 
. . . , Pa les /i racines constantes de cette équation, on verra qu'elle 



ÉQUATIONS DE DEGRE SUPERIEUR EN y* , 369 

équivaut aux n équations difTérentielles 

y — P\ = ^y y—p%=o, ..., / — />«=o, 

dont les intégrales sont 
ou 

r — c r— c r— G 

— 7^1 = o, — Pt = o, ..., — /?»=o. 

Si Ton fait le produit de ces équations, on obtiendra un polynôme 
qui ne sera autre chose que ce que devient le premier membre de 

Téquation proposée, lorsqu'on y remplace ^ par - — ^^ c'est- 
à-dire 

845. Il y a des cas où Ton peut intégrer Féquation différen- 
tielle (2) sans avoir besoin de la résoudre par rapport à —-• 

i^ Supposons que Téquation ne contienne qu'une seule des va- 
riables Xfj-y par exemple x, de sorte que l'on ait 

Si l'on peut résoudre l'équation par rapport à x, elle deviendra 

(i) x==y(/), 

d'où l'on tire, en différentiant, et remarquant que dx = -^> 

dy=y^-[y')dy, 
et, en iatégrant, 

L'élimination de^' entre les équations (i) et (2) donnera l'inté- 
grale cherchée. 

De même, de l'équation 

/(/, y ) = o, 

H. — Cours de Cale, in/înit,, II. 24 
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résolue par rapport ky et mise sous la forme 

(3) r = z(/). 

on tire, à cause de dj ^^ydx, 

y 

d'où 

(4) X =-. J ''^p dy -i- c, 

équation qui, combinée avec (3), donnera Tintégrale demandée. 
Exemples. — I. De Téquation 

on tire 

d'où, en éliminant j \ 



[|(j-C)J-(x-,)'=.o. 



On aurait pu aussi obtenir ce résultat en mettant Téquation pro- 
posée sous la forme 

dr ~ (.r — lydr. 

II. Soit Téquation 
On en tire 

dx = ndy -4- 6ydy, x — 2 y -4- sy • + c, etc. 

846. 2® Une équation de la forme 

^?(/)+rx(r')=+(y) 

peut se changer, par difierentiation, en une équation linéaire soit 

, , d.K . , dy 

par. rapport a x et a -— > soit par rapport a j^ et à -t^> comme on 

peut s'en assurer immédiatement en différentiant et éliminant 
soitj^, soit X. 
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Exemple, — Soit réquation 

Elle donne, en différentlant, 

lie -{- y dy -h j f//' z= 2 ay tiy , 

En éliminant^ et dy^ il vient 

ay'* — X 

ou 



dx -^y^dx -+- -^ — - — dy = lay dy. 



dv X a y' 



dont rintégrale est [821 ] 

x=-jL=^[c^a\o^{y-^y/r;ryi)i 

ce qui donne 

y = ay- -^-^-JC-f-alog(/-Hv'i -+-/•)]. 

VI 4-y* 

On serait arrivé au même résultat en éliminant x et dx. 

847. 3** Equation de Clairaut. — Comme cas particulier de 
réquation du numéro précédent, considérons Téquation 

(.) ^ = xr'+/(r'). 

On en tire, en diiTérentiant, 

ce qui donne les deux solutions 

(3) ^ = 0, d'où y = c. 

Cette dernière solution, combinée avec (i), donne l'intégrale gé- 
nérale 

(4) y^Cx+f'.C). 

2.| 
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L^autre équation^ qui donne pour j^' une valeur variable, et qui, 
par conséquent, ne peut rentrer dans l'intégrale générale, est une 
solution singulière. 

Exemples, — I. L'équation 

a/ 

(jr/—j)v^i -+-/* = «/, OU x=f'^ r^=ïi' 

SI H-r 

donne, en différentiant, 

O =r I ^ — 






d'où l'on tire d'abord 
et par suite 



puis, en égalant à zéro l'autre facteur, 



^ " • y=.x'^^J^x\ 



-^, d'où y=zx *V«'--^S etc. 

(1+/')^ 

II. Nous avons trouvé [689], pour l'équation différentielle des 
lignes de courbure d'une surface à centre du second degré, 

xr(A + By») — (A.T«-+- Bj«-i- K)y= o. 

Si l'on pose x* = $, j^^ = 13, -7z = >î', l'équation, résolue par rap- 
port à Y} y prend la forme 

équation de Clairaut, dont l'intégrale générale est, en remettant 
pour ^ et y) leurs valeurs, 

On a la solution singulière, en éliminant n' entre Téquation (A) et 
sa dérivée par rapport à r/, 

KA 
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848. Étant données deux équations de la forme 

si leur dififérentiation conduit à une même équation différentielle 
du second ordre 

(2) + (•^, r, /» ^^ ) - o, 

il s'ensuivra de là que les équations (i) sont deux intégrales pre- 
mières de Téquation (2), dont on obtiendra l'intégrale générale 
en éliminant^' entre ces équations (i). Si l'on égale à zéro une 
fonction quelconque des premiers membres^ et ;( des équations (i), 
l'équation obtenue 

(3) n[y(x,7,y), x(*,7,r')] = o 

pourra remplacer l'une des équations (i), la seconde, par exemple, 
dans laquelle la constante C serait particularisée et déterminée au 
moyen de C par la condition 

(4) n(c,c') = o. 

En éliminant donc j^' entre l'équation çj> == C et l'équation (3), on 
aura l'intégrale de (2), dans laquelle il ne restera plus, en vertu de 
(4)> qu'une seule constante arbitraire. On aura donc une équation 
primitive, satisfaisant à l'équation du premier ordre (3), et ne 
renfermant qu'une constante arbitraire. Ce sera donc l'intégrale 
générale de (3). 

Si donc, étant donnée une équation différentielle y (x,^,^ ') ^^ ^> 
on peut la mettre sous la forme (3), où y = C et ;j = C condui- 
sent par la différentiation à une même équation différentielle du 
second ordre, on aura l'intégrale générale de l'équation proposée 
en éliminant j^' entre cette équation et l'une des équations (i). 

Exemples, — I. Reprenons l'équation de Clairaut 

jr==x/-h/(/). 

On peut la mettre sous la forme 
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Cl, comme chacune des équations 

•>) r-x/ = C. /(/)=C' 

conduit, par la difTérentiation , à la même équation du second 
ordre d/y' = o, on en conclut que les équations (a) sont les inté- 
j;ralc5 premières d^une même équation différentielle. On aura donc 
I*intégrale générale, en éliminant j' entre Téquation proposée et 
l'une des équations (<i), la seconde par exemple, qui donne 

y-=^C\ d'où j^C"x-f-/(C''), 
( omme nous l'avions trouvé plus haut. 
II. Soit Téquation 



Les deux équations 

étant différentiées, donnent 

-- ----- (i +/* -H jr] = o, /'(^ H- j/) (, .4-/« 4-.rj^; - o. 

Elles satisfont donc Tune et Tautre à Téquation du second ordre 

i-i-/*-f-rr" = o. 

I/équationy^(a:-}- r^') = G' donne 



V 



L, en substituant cette valeur dans Téqualion proposée, on a l'in- 
tégrale générale 

v/(^_c")«-H^-^=/(c";. 

On aurait pu intégrer la même équation (i) en procédant 
comme nous l'avons fait [847] pour l'équation de Clairaut. La 
différenliation donne 



('•) 



[tTtT^ -/'(^+r/)](n-/'+rr")=:o. 
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En égalant à zéro le second facteur, on a 

dx -^-ydr-^-jrdy == o, 

d'où X — C -+- r^= o, ce qui conduit au même calcul que tout à 
l'heure. 

Remarquons que, en égalant à zéro le facteur 

y 






de Téquation (c), et éliminant j' entre Téquation obtenue et l'é- 
quation (i), on trouvera la solution singulière de l'équation (&), 
que l'autre méthode ne faisait pas connaître. 

849. On peut encore intégrer des équations différentielles par 
diverses transformations particulières. 

I. Soit, par exemple, l'équation 



r — '-^x ^ 



f{slx^-\-y). 



En posant 

x-=^T cosy^, y = rsin/?, 

l'équation devient 






d'où l'on tire 

Cette équation différentielle est celle qui exprime que la lon- 
gueur 

r — ry' dx dr 



V' 



.-'1 " ds ds 



de la perpendiculaire abaissée de l'origine des coordonnées sur la 
tangente est une fonction donnée du rayon vecteur. 
On peut intégrer de la même manière l'équation 
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II. Soit donnée T équation 

Cherchons à la rendre homogène en posant 
L'équation devient alors 






Çj^'w-t. bx""". 



Pour que cette équation soit homogène, il faut que Ton ait la 
double condition 

^(v — p) r= |»//i = v/l, 

d'où, en éliminant - = - » 

/A n 



m 



\_-^ _ /_ '"« 



kl I j = m, ou / r= - "-'-^ 



§ V. 

SOLUTIONS SINGULIERES DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

DU PREMIER ORDRE. 

850. Nous avons vu (Chap. I, § II) que l'on entend par solution 
singulière d'une équation diiTérentielle du premier ordre une rela- 
tion entre les variables Xyj-, sans constante arbitraire, qui ne peut 
pas se déduire de l'intégrale générale en particularisant la con- 
stante arbitraire, et qui donne cependant, pour la dérivée -^ 9 une 

valeur en j: et j^ satisfaisant à l'équation différentielle, en vertu de 
cette relation elle-même. 

, En employant le langage géométrique, une solution singulière 
est Venv^eloppe de la série de courbes représentée par l'intégrale 
générale de l'équation différentielle, c'est-à-dire une courbe ren- 
contrant tangentiellement toutes les enveloppées ( ' ) et coïncidant 
avec le lieu de leurs intersections successives [582]. 

(*] Du moins entre certaines limites [588, III]. 
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Si l'on construit la surface dont les lignes de niveau ont pour 
projections les enveloppées [786], l'enveloppe est le contour ap- 
parent de cette surface relativement au plan des xy. Voyons com- 
ment, en partant de ce dernier point de vue, on peut déterminer 
la solution singulière d'une équation différentielle dont on connaît 
l'intégrale générale. 

851. Soit 

(i) F(x,r, c)=o 

l'intégrale générale de l'équation différentielle 

et supposons d'abord que l'équation (1), si elle est algébrique, soit 
préparée de manière à ne contenir ni radicaux ni dénominateurs 
en X, j^, C ; et, si cette équation n'est pas algébrique, admettons 
que son premier membre jouisse, comme les fonctions sinus, 
cosinus et les exponentielles, de toutes les propriétés d'une fonc- 
tion entière indépendantes du degré d'une telle fonction, c'est-à- 
dire qu'elle ne devienne infinie, non plus que ses dérivées partielles, 
pour aucun système de valeurs finies de x^y^ C. 

Le cylindre circonscrit à la surface (i), et dont les génératrices 
sont parallèles à l'axe des C, est déterminé par la condition qu'en 
chaque point de la courbe de contact avec la surface la normale 
commune à cette surface et au cylindre est perpendiculaire à l'axe 
des C. Donc le cosinus de l'angle que fait cette normale avec l'axe 
des C est nul, c'est-à-dire que l'on a 

àY 



^(£)'-(0)"-( 



5cj 



D'après l'hypothèse que nous avons faite sur la forme de la fonc- 

dY àY 
tion F, les deux dérivées partielles -r- > -r- ont des valeurs finies. 

Donc l'équation ( 3 ) ne peut avoir lieu que si l'on a 

dY 
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Celle dernière équalion, joinle à réquation (i), délerminera la 
courbe de cqntacl de la surface el du cylindre parallèle à Taxe 
des C. Si l'on élimine C enlre ces deux équations, Téquation entre 
xetj^que Ton obtiendra sera celle du cylindre circonscrit qui 
projette la courbe de contact sur le plan des xy. 

Le plan tangent à la surface et au cylindre en un point M de la 
courbe de contact contient à la fois la tangente à la courbe de 
contact et la tangente à la courbe de niveau qui passe par ce 
point. La trace de ce plan tangent sur le plan des xy sera la pro- 
jection commune de ces deux tangentes, et, par conséquent, 
touchera à la fois la projection de la courbe de contact et celle de 
la courbe de niveau. Donc le contour apparent de la surface (i) est 
tangent, en chacun de ses points, à celle des enveloppées (i) qui 
passe par ce point. 

Or la tangente à l'enveloppée qui passe au point (^, j>') a pour 
coefficient angulaire la valeur de y' tirée de l'équation différen- 
tielle (2). Donc la valeur de y tirée de l'équation de l'enveloppe 
est égale, pour chaque système de valeurs de x et dej^ satisfaisant 
à l'équation de l'enveloppe, à la valeur de y^ tirée de l'équation (a), 
c'est-à-dire que l'équation de l'enveloppe donne une solution de 
réquation (a). 

La courbe de contact n'étant pas, en général, une courbe de 
niveau, l'équation de l'enveloppe ne se confondra généralement 
avec l'équation d'aucune des enveloppées et ne pourra se déduire 
de l'équation (1) par aucune particularisation delà constante C. 
Donc cette solution de l'équation (2) ne rentre pas dans l'intégrale 
générale, el, pour cette raison, on lui donne le nom de solution sin- 
gulière. 

Remarquons que l'égalife des valeurs de y en x et j^, tirées de 
l'équation différentielle (2) et de l'équation de Tenveloppe diffé- 
rentiée, n'a lieu que pour les points de l'enveloppe. Ces deux va- 
leurs A^y' ne sont pas généralement identiques; elles deviennent 
seulement égales en vertu de V équation de Venveloppe. 

852. Si l'on suppose maintenant l'équation (i) mise sous une 
forme telle que -rr^ ne puisse plus s'annuler, comme cela arrive, 
par exemple, lorsque l'équation est résolue par rapport à C et 
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mise sous la forme 

l'expression du cosinus de Tangle de la normale avec Taxe des G en 
chaque point de la surface, ne dépendant pas, évidemment, des 
transformations que Ton peut faire subir à cette équation, doit 
conserver dans tous les cas la même valeur, et, par suite, l'équa- 
tion (3) continuera à subsister pour tous les points de l'enveloppe. 
Mais alors, le numérateur ne pouvant plus s'annuler, il faut que 
le dénominateur devienne infini, ce qui donne la condition 



\djc/ 



m- 



laquelle entraine l'une au moins des deux conditions 

dF dF 

Généralement l'une de ces conditions est la conséquence de 
l'autre; en effet, le coefficient angulaire de la tangente au con- 
tour apparent a pour valeur 

dF 

ô.r 

h' 

Ce coefficient angulaire ne pouvant être, en général, ni nul ni 
infini en tout point de l'enveloppe, il faut, si l'un des deux termes 
du rapport est infini, que l'autre le soit pareillement. Il y a excep- 
tion dans le seul cas où l'enveloppe se réduit à une droite paral- 
lèle à l'un des axes coordonnés. 

Si donc l'équation (i) est mise sous une forme telle qu'on ne 
puisse plus satisfaire à l'équation (4), alors cette dernière devra 
être remplacée par les équations (5), qui sont généralement équi- 
valentes. 

11 pourrait se faire que la transformation apportée à l'équa- 
tion (i) ne fît perdre à l'équation (4) qu'une partie de ses solutions. 
Alors, pour retrouver les solutions perdues, on ferait usage succes- 
sivement du système (i) et (4) et du système (i) et (5). 



38o LIVHE IV. — GHAP. II, § V. 

853. Remarquons encore que Ton a, en un point quelconque 
delà surface (i). 



dF 


dF 


dC dx 
ôx dF* 


dC dy 
dy dF 


dC 


dC 



Or, si Ton suppose la fonction F entière et rationnelle (ou jouis- 
sant de propriétés analogues à celles des fonctions entières et 

rationnelles), les trois dérivées partielles de F ne pouvant s'éva- 

. . dF 
nouir simultanément que par exception, la condition — = o, qui 

a lieu en tout point de la ligne de contact, entraînera les conditions 

,^. àO. dC 

(6) ^^=00, ^.= co, 

dont Tune est généralement la conséquence de l'autre. 

Ces équations (6) peuvent encore se déduire de la condition que 
le plan tangent à la surface (i) soit, en chaque point de la courbe 
de contact, parallèle à Taxe des G. En effet, l'équation du plan tan- 
gent 

'^-<^=d:;(«-')-^d^('=--^) 

ne peut être indépendante de ^ que moyennant les conditions (6) 
ou au moins Tune d'elles. Si une seule est vérifiée, le plan tan- 
gent est constamment parallèle au plan des z^ ou à celui des zxy 
et l'enveloppe se réduit à une parallèle à l'un des axes coordonnés. 
Nous avons vu [583 et suivants] d'autres méthodes pour obtenir 
la solution singulière comme enveloppe des courbes représentées 
par l'intégrale générale. Nous ne reviendrons pas sur les diverses 
remarques que nous avons présentées dans ces articles. 

854. La condition nécessaire et suffisante pour que la courbe, 
obtenue en substituant dans l'équation (i) la valeur de C tirée de 
l'équation (3), satisfasse à l'équation différentielle dont (i) est l'in- 
tégrale générale est que la valeur de j'y tirée de (i) dans l'hypo- 
thèse de C constant, soit la même que la valeur tirée de la même 
équation dans l'hypothèse de C variable. Il faut donc que les deux 
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valeurs 

âF âF dF^ 

f âx dx de dx 

dy ôy dy 

soient égales pour tous les points de l'enveloppe, ce qui exige que 
Ton ail pour tous ces points (en exceptant le cas où Ton a j^ = x> ) 

dC djc 
dy 

Si on laisse de côté la solution — = o, on voit que la condition 
nécessaire pour que cette équation soit vérifiée est 

dF 
dC 

ày 

. dF 
et, si -^ ne peut être supposé infini, cette condition se réduit à 

ÔF 

Mais, si cette condition est nécessaire, elle cesse d'être suffisante 

lorsque la valeur de G que l'on en tire fait évanouir -r- > et par suite 

, , dF 
aussi, en général, — [852]. Dans ce cas, il faut, après avoir éli- 
miné G entre les équations (i) et (4), vérifier directement que 
la valeur de y tirée de l'équation ainsi obtenue est bien égale à 
celle que donne, pour chaque point de la courbe représentée par 
cette équation, l'équation ( i ) dans l'hypothèse de G constant ; et cela 

dF dF 
d'autant plus, que la vraie valeur du rapport -r- : -r- pour G variable 

pourrait être difliérente de la vraie valeur pour G constant. 

Les relations 

dF dF 

dx dy 
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sont, comme nous Tavons vu [593 et suivants], celles qui caracté- 
risent les points singuliers de la courbe (i) pour chaque valeur 
attribuée à C. En éliminant donc C entre l'une de ces équations, 
la seconde par exemple, etTéquation (i), on aura généralement le 
lieu d'un point singulier de la courbe (i), et ce lieu pourra être 
l'enveloppe d'une des branches de courbe qui passent par ce point. 
Mais il n'en sera pas toujours ainsi. 

Exemples. — I. Soit l'équation intégrale générale 

(i) [jc ~ cy -4- fx - C)' - (j -H c)^ = o. 

L'équation -^, = o est ici 

3 [x — C)* -f- 2 (j -4-7) = o, 

d'où, en posant, pour abréger, 

^ (.r -h j^) =-££», 



on tire 



— Cz=zUy y -JrC — — u tt*, u^ii -^^ u\ --. o. 



De là les deux solutions 

8 

l/=z:0 et «:= 9 

9 

c'est-à-dire 

32 

.r-l-j— o, x-t-j=^— — • 

27 

A chacune de ces deux solutions correspond la valeur j*' =1 — 1. Si 
l'on difTérentie maintenant l'équation (i) dans l'hypothèse de C 
constant, il vient 

3(x — C)*4-2(j:~C) — 2(^-1- C)/ — o. 

et la valeur àç. y' devient, pour x — C = u = o, de la forme - • En 

difTérentiant une fois de plus, il vient, dans la même hypothèse, 

2— 2y = o, 
c'est-à-dire 

L'une de ces valeurs, j^ '= — i , est la même que celle qui résulte de la 
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solution X 4- j= o. Donc cette solution représente Tenveloppe 
de celle des deux branches de coui'be qui correspond àj' = — i, 

et cette enveloppe est en même temps le lieu du point double, 

3'î 
intersection des deux branches. L'autre solution x-hy = 

^ 27 

donne l'enveloppe d'une branche de la courbe correspondante à un 
point simple. 

II. Soit la courbe 

( 1) r -H ( X - c)« -h C/ (x— c) = o. 

En difTérentiant l'équation par rapport à C, on en tire 

d'où, en substituant dans (2), 

La solution j = o, qui répond à C = x, donnej^'=:= o. Or, en dif- 
férentiant l'équation (2) dans l'hypothèse de C constant, la valeur 

de j' pour^ = o, C = x se présente d'abord sous la forme -• Mais, 

en difTérentiant l'équation une seconde fois, la valeur de j' devient 

00 ou — ;^» et, par conséquent, j' =0 ne convient pas aux courbes 

(2) pour x= C. Donc j = o ne représente pas une enveloppe de 
ces courbes. 

855. Solutions singulières déduites de l'équation différentielle. 
— Soit 

Téquation différentielle donnée. Nous pouvons considérer cette 
équation comme représentant une surface dont j' serait l'ordonnée 
perpendiculaire au plan des xj, A chaque point {oc,j, C) de la 
surface qui représente l'intégrale générale 

[1] F(x,7,C)=o 

correspond un point de la surface (1) {x,j,j'). 

Si en un point M(x,j^) du plan des oy^ se coupent deux enve- 
loppées correspondantes aux valeurs G et Cj de la constante, ces 
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deux courbes auront deux tangentes différentes dont les coefficients 
angulaires seront les ordonnées de la surface (i) menées par le 
point M. A mesure que C| tend vers C, et M vers un point de Ten- 
veloppcy les deux valeurs àej' tendent à devenir égales, de sorte 
que, pour un point de Tenveloppe, l'ordonnée devient tangente 
à la surface (i). Donc le cylindre parallèle aux G et auxj^, qui est 
circonscrit à la surface (2), est tangent aussi à la surface (i), et, par 
conséquent, Tenveloppe est le contour apparent de la surface (i) 
ou du moins fait partie de ce contour; car rien ne prouve que, 
réciproquement, un cylindre tangent à la surface (i) soit nécessai- 
rement tangent à la surface (2). 

Donc, pour trouver la solution singulière de l'équation différen- 
tielle donnée, on commencera par chercher le contour apparent 
de la surface représentée par cette équation, en raisonnant comme 
nous l'avons fait dans les numéros précédents pour trouver le con- 
tour apparent de la surface (2). Puis on devra s'assurer si la valeur 
de y obtenue par la différentiation de l'équation de ce contour 
apparent satisfait bien à l'équation différentielle. Si celte condition 
n'est pas remplie, la solution devra être rejetée, comme étrangère 
à l'équation différentielle. Si, au contraire, elle est remplie, il res- 
tera encore à distinguer si la solution obtenue est une solution sin- 
gulière ou si c'est une intégrale particulière, distinction dont nous 
nous occuperons plus loin. 

856. Ainsi, si l'on suppose d'abord l'équation (i) mise sous 
forme rationnelle et entière, on obtiendra le contour apparent de 
la surface (i) en éliminant j^ entre l'équation (i) et sa dérivée par 
rapport kj' 

ce qui revient à chercher le lieu des points [x^y) pour lesquels 
l'équation (1) donne pourj)^ deux racines égales. 

Si l'équation (i) est transformée de manière que Téquation (3 ) 
perde une partie ou la totalité de ses solutions, on retrouvera les 
solutions perdues en ayant recours à l'une des équations 

df âf 

qui sont généralement la conséquence l'une de l'autre. 
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On pourrait le déduire de la remarque que, pour chaque point 
de la courbe de contact de la surface (i) avec le cylindre circon- 
scrit, on doit avoir 

EL EL 

/^^ ày _ ô.r __ ây _ Ôr _ 

df df 

Le cas où la valeur de r' annulerait à la fois -7- et -r- donnerait 
lieu à des remarques analogues à celles du numéro précédent. 

Exemple, — Considérons Téquation différentielle 

(6) (.r/-r)«-2a:j(i-Hy«)=o, 

que Ton déduit de Téquation intégrale 

(7) ** -4-j* — 2C(x-f- r) 4-C*=i0, 

traitée au n^ 588. En appliquant à Téquation (6) la règle donnée 
par la formule (3), il vient 

ce qui donne d'abord la solution x = o, d'où j^^ = x , ce qui satis- 
fait bien à l'équation (6). En égalant l'autre facteur à zéro, il vient 

y= » d'où j (^ — .r)» m o. 

On en tire d'abord la solution j = o, qui satisfait à l'équation dif- 
férentielle. Quant à l'autre solution, savoir j^ — x= o, on voit 
aisément que la valeur qu'elle donne pour j<^ ne satisfait pas à 
l'équation (6). C'est donc une solution étrangère. 
Si l'on avait mis l'équation (6) sous la forme 



v/î 



y= -^' 



s'- + \/'- 



H. - Court de Calcul in fin,, II. 25 
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on aurait 

*^' ~ tir 

2J* 1 1/2 



(^ - \/D 



valeur qui devient infinie pour x = a; etc. 

857. Caractères distinctifs des solutions singulières et des inté- 
grales particulières. — La distinction entre les solutions singulières 
et les intégrales particulières est facile quand on connaît Tintégrale 
générale. Soit, en effet, 

(i) Y[x,x,C) = o 

l^intégrale générale, et soit donnée une relation sans constante ar- 
bitraire 

satisfaisant à Téquation différentielle, c'esl-à-dire donnant, pour 
chaque point {x^y) de la courbe qu'elle représente, la même va- 
leur dej^ que Téquation différentielle. Si (a) représente une inté- 
grale particulière, il faudra que cette équation puisse se déduire 
de (i) en particularisant convenablement la constante C. Il de\Ta 
donc exister une valeur de G qui rende Téquation (1) identique 
avec (2). Il s'ensuit de là que, si entre les équations (i) et (2) on 
élimine une des variables x, j) , l'autre devra aussi disparaître, et 
l'équation résultante devra ne contenir plus que la seule incon- 
nue C. Si l'autre variable ne disparaît pas, l'équation (2) repré- 
sentera alors une solution singulière. 

Ainsi, dans l'exemple du numéro précédent, la solution x = o, 
substituée dans l'intégrale générale (7), donne [y — C)2 = o, 
d'où l'on tire pour G une valeur variable. Donc x = o est une so- 
lution singulière. 

858. Supposons maintenant que la solution proposée ait été dé- 
duite directement de l'équation différentielle. Si cette solution est 
une intégrale particulière, les valeurs de y"^ ^'", . . . que Ton en 
déduira par des différentiations successives devront être égales, 
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pour chaque point (x, y) de la courbe (2), aux valeurs obtenues 
de la même manière au moyen de l'équation dlfTérentielle. Si donc 
on vient à rencontrer une dérivée d'un certain ordre qui ait des 
valeurs différentes, suivant qu'on la déduit de la solution (a) ou 
de l'équation différentielle elle-même, cela prouvera que la courbe 
( 2) ne fait pas partie de la série des enveloppées. Donc la solution 
(2) sera une solution singulière. 

Exemple. — Soit l'équation différentielle 

> — .rj rrz -~ — VI -h/*. 

2a 

Si l'on pose, pour abréger, '— = u, et qu'entre l'équation 

;i) jr — or/ z^ u V^ -4-\>''' 

OU 

( 2 ) (m* — j:' ) j'* -h 2.rj^j' -h w* — 7 * 1^0 

et sa dérivée par rapport à j' on élimine j', il vient 

.ry w* — r* . / „ « .V 

- - — - = —i ou l/« «2 _. .r2 - V* iz^ o, 

tt* — x* j:j- ^ . / > 

ce qui donne les deux solutions u = o et m- =x^-i-j-j c'csl-à- 

dire 

.r* -*- y* zji: o et -t* 4- .> * — - 4 «' • 

L'une et l'autre de ces deux solutions donnent 



doù 






, .r' -}- r* \/.r* -f- r* 



valeurs qui, substituées dans l'équation (i), y satisfont soit pour 
H = o, soit pour 11= 2. a. 

La première de ces solutions donne, pour le rayon de courbure, 
p = G, la seconde p=2a. Cherchons maintenant la valeur de p 
qui résulte de l'intégrale générale. 



25. 
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L*équation (2) donne 

(3) y=^~S^^ ('). 

en posant 

Si Ton diiTérentie Téquation (2), on a 

[(«« - X^ ) y -f- JTJ']/' -+- «a' ( , H- y« ) :zr o . 

En remplaçant le multiplicateur dej^'' par sa valeur uR, lîrée 
de f 3 ), et remarquant que 

, _ 'T-^ry I .r(tt*— - .r*— r*) -+- uyK R ur — xR 

a a ur — x* a u- — .r* 

UyJl-{-X^ =zY — xyz=z —-—-—-' 

d'où 



1 
W — X' 



R — 



tt'r=- v'iH-y», 



et enfin que 



a 



R ^ 

[u^— x^]y -^xy=z «R, uViy" 4- m- (i + j'*)* = o, 

il vient 

_ r •)'' 

- 1 =0 






> 



ce qui donne , au signe près, en faisant abstraction de la solution 
uR = o, que nous venons d'examiner. 



p=za. 



Cette valeur n'étant pas la même que celles que donnaient les 
solutions u = o et R = o ou x^ 4-jK* = 4 ^^j <^^ ^^ conclut que 
ces deux dernières étaient des solutions singulières, et non des 
intégrales particulières. 

C'est ce qu'on peut voir clairement en cherchant l'intégrale gé- 



(') Les doux Yaleurs de y deTenant égales pour R= , on voit que R = peut 
donner une solution singulière [856]. 
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nérale. Pour cela, posons x = rcospyj = sinp; il viendra 



.« 



— r^dp = — ^€lr^ -h ^dp^9 
OU, en faisant abstraction de la solution /-^ = o, 

Cette équation est vérifiée par 4^" — ^'^ = o, rfr^^o; en lais- 
sant encore de côté cette solution, il vient 

fip=z —= — - _ f d*où r:^ 2a5in(/? 4- C), 
y4û* — '■* 

ou, en remplaçant sinC par C, 

(j: — rtC)* -l- (^ — rt y^V— "C*)^ = a\ 

équation d*un cercle de rayon a, passant par Torigine et ayant 
pour enveloppe le système des deux cercles r = o et r = 2a. 

859. Mais ce caractère n'est pas toujours décisif, les envelop- 
pées pouvant avoir dans certains cas avec l'enveloppe un contact 
d'ordre infini. 

Soit, par exemple, l'équation difierentielle 

(«) y==r(logJ;^ 

L'équation -— = oo donne la solution j^ = o, qui satisfait à Téqua- 

tion difl*érentielle [38S], et qui donne pour toutes les dérivées j'', 
}'", ... des valeurs nulles. On tire de l'équation diffiérentielle 

/'=r[(iogr)*-4-2(iogj]3], 

et cette dérivée s'annule avec y. On verrait de même que toutes 
les dérivées suivantes s'annulent également, en vertu de l'équation 
diS*érentielle aussi bien qu'en vertu de la solution^ = o. 

Mais, si l'on cherche l'intégrale générale de l'équation (i), la- 
quelle est 

1 _ 

on voit que cette intégrale ne peut se réduire kj = o pour aucune 
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valeur constante de C. Donc, malgré Tidentité des dérivées pour 
y = o, cette solution est une solution singulière de l'équation dif- 
férentielle. 

Il est donc indispensable d'avoir un autre critérium pour dis- 
tinguer les solutions singulières à Taide de Téquation difTérentielle 
elle-même. Nous allons exposer la méthode découverte par 
P. -H. Blanchety ancien maître de conférences à l'École Normale, 
et qui nous a été communiquée par l'auteur en i84ti- 

860. Supposons l'équation différentielle résolue par rapport 
'dj\ et mise sous la forme 

et soit 

(2) j-=V=F(x,C) 

son intégrale générale. Soit donnée une solution 

(3) .rr^X = ?(*), 

sans constante arbitraire, et satisfaisant à l'équation diflféren- 
tielle (i). Il s'agît de savoir si j- = X est une intégrale particulière 
ou une solution singulière de l'équation (1). 

Puisque V et X sont des solutions de l'équation (i), on doit avoir 
identiquement, quelle que soit la valeur de C [ 829], 

d'où l'on tire 

^^^ V-X ~" v — x 

Multiplions les deux membres par dxy et intégrons entre deux 
limites Xq et x, entre lesquelles on suppose que la valeur (a) de^' 
ne passe pas par l'infîni pour la valeur attribuée à la constante C, 
et que la fonction sous le signe y, ainsi que les autres analogues 
que nous rencontrerons, ne change pas de signe. Il vient alors 



(5) log- — = / 



/(x,V)-/(x,X)^^^^ 



V — X 

V 0? Xo étant les valeurs des fonctions V, X pour x == x©. 
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Attribuons maintenant à la constante C une valeur Co telle que 
Ton ait 

La fonction sous le signe J prendra, pour la limite inférieure Xo 
de rintégrale, la valeur limite 

lin, /(fî^I]£ /(fî!^^ =./; (^„ x.^ 

Si la dérivée partielle ^y' ( x, X) a une valeur finie, quel que soit 
X entre les limites x^ et Xy alors Tintégrale du second membre 

de (5), ayant tous ses éléments finis, aura une valeur finie. Donc 

V X 

le premier membre log — - ne pourra être infini. Mais le dé- 

Vq — Xo 

nominateur s'annule pour C = Cq ; il faut donc que Ton ait aussi, 
pour C= Co, V =^X. Donc la solution j^ = X se déduit de l'inté- 
grale générale j^ = V, en attribuant à la constante G une valeur 
convenable ; àoxïx^y = X est une intégrale particulière. Ainsi toute 

solution qui donne pour -^ une valeur finie est une intégrale par- 
ticulière. 

Si^' {Xy V) est infiniment grand d'un ordre fi^m pour V infi- 
niment voisin de X, en le multipliant par (V — X)'", le produit 
restera infini, ou du moins ne s'annulera pas. Donc la quantité 

(6) l[(v-X)'"-(V.-X„)"'] = jr''^^Ç^|^,^^'^ 

sera finie ou infinie, mais non = o, puisque les éléments de l'inté- 
grale sont finis ou infinis, et tous de même signe. On ne peut donc 
avoir V = X en même temps que Vo = Xq. Donc si, pour j)^ = X, 

-T- est infini d'un ordre [x^m]^ o, X sera une solution singulière. 

Si l'ordre infinitésimal de -^- est zéro, comme celui de logo [187], 
alors la quantité 



./(V-X) _ log( V--X ) 

^ (V-X)log(V-X) ''^iog(Vo-Xol 



(7) i 

-* /(.r,V]-/(.r, X) 



I 



(V-X)log(V-X) 



dx 
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ne sera pas infinie si la valeur de 

j.^/(x.X + .)-/(x.X) 



1 = 



flog 



n'est pas infinie. Alors V — X s'annulera pour C = Co, elj = X 
sera une intégrale particulière. 

Si cette limite est infinie de Tordre de (logo)-*, en prenant 
7//^p, l'expression 

I __l\ ' » 

,g \ '«|[log(V-X)]- [log{Vo-Xo)] 

ne sera pas nulle; donc V — X n'est pas nul, et j =X est une 
solution singulière. 

En continuant ainsi, on verra que j = X est une solution par- 
ticulière si, pour e infiniment petit, elle rend finie la limite de 
Tune des expressions 

/(.r, r-f-c) -f i-r, y] 
, 

c 

/(j:, r-h« )— /(.r , y) 
s loge 



t logi loglogs 



• . . • 



Ce sera, au contraire, une solution singulière si, pour une valeur 
positive et finie, mais aussi petite que Ton voudra, de m, elle rend 
infinie la limite de l'un des rapports 



/(.r,,)- + c)-/(.r,.r)^ 



jl— m 



/(j%r-ht)_--/(.r^r) 
t(logf )•■+-'« " ' 



• ■ • . 



Iogï(logloge] 

861. Exemples. — I. L'équation différentielle 



^/— j = o 
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admet pour solution y = o. On a ici /{^ij) = -» et le rap- 



r 

X 

port 



.T X l 

S .r 



reste fini pour j = o. Donc j* = o est une intégrale particulière. 
En mettant F équation difTérentielle sous la forme 

dx 

où a' = —y on verrait de même, par rechange mutuel de j" et 
de JT, que la solution x= o est une autre intégrale particulière. 

II. L'équation différentielle 
est aussi vérifiée par j = o. Or, en faisant X = o, on a 



V'o -4- e \/o 



— :=• 1 



quantité infinie pour e = o. De plus. 





I 


gl—m 





est encore infinie pour toute valeur de m <[ -• Donc y -= o est 

une solution singulière. 

En mettant Téquation différentielle sous la forme 

^j; — x' \fj- =z o, 

on verrait de même que x = o est aussi une solution singulière. 
III. Si l'on considère la solution j == o de l'équation [859] 

y=x{\ogx]\ 
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on a 

lim^('"g'''-°('"g°^'=lim(log,)' = «,. 

tandis que la limite de la même expression multipliée par e'" se- 
rait zéro. On a ensuite 

lim /(■'-. X-f-c)-/(x,X) ^ ,.^^(logO« ^ ^ 
clogc ciogc 

et, de plus, 

«{logf)'+'" «(logi)»-»-"* (logf)'"-^ 

est infinie pour //i ^ o et <[ i . Donc j == o est une solution sîngu 
lière. 

IV. Au contraire, la solution y = o de Téquation 



donne 



lim — ^ r ^ = une quantité finie. 

flogi 



Donc j' = o est une intégrale particulière. On peut, en eflfet, dé- 
duire cette solution de Tintégrale générale 



y — c^', 



en donnant à G la valeur — ao ou + oo , suivant que Ton consi- 
dère les valeurs positives ou négatives de x. 
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CHAPITRE III. 

DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES D'ORDRE SUPÉRIEUR AU PREMIER 



§1. 

INTÉGRATION DE QUELQUES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
d'ordre SUPÉRIEUR AU PREMIER. 

862. Nous traiterons d'abord quelques cas où l'intégration d'une 
équation différentielle d'ordre supérieur au premier peut s'effec- 
tuer complètement à l'aide des quadratures. 

I. Considérons d'abord le cas où l'équation ne contient que la 
variable indépendante x, avec une seule dérivée d'ordre supé- 
rieur j^"^ de la fonction inconnue j% et supposons, en premier 
lieu, que cette équation soit résolue par rapport à j^"\ et de la 
forme 

(l) J<"^=/{.r). 

Si l'on désigne, pour abréger, par / f{x)dx'^ le résultat de n in- 
tégrations successives opérées sur la fonction J{x)y multipliée 
chaque fois par dxj on voit, en mettant les constantes arbitraires 
en évidence, que l'intégrale générale de l'équation (i) peut s'écrire 
sous la forme 

( 2 ) y= \ A-^] ''•«" -^ Cl ■=^""* -*- c« •^""' -f- . . . -f- c„ . 

Au lieu d'une intégrale d'ordre /î, on peut introduire dans l'ex- 
pression (2) des intégrales du premier ordre. En effet, l'intégra- 
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lion par parties donne successivement 

SSf[x)da:'' = xSf[x]dx -f.rf[x]dx 

=: .r / f[x) (Ix — / xf[x) flfx 4- C J- -h C 



>x /*X 



= x I f[t)dt-~\ if{t)dt-^Cx-hC 
I (x-^t)/[t)dt-hCx-hC\ 



I 



^ - [-^Vfi^) '^^^ -S^'A-^y^A - [xfxf[x)dx -fxV[x]da-] 



^ ^~ '-/{ t]dt -r C .r» 4- C'.r 4- C". 

En continuant ainsi, on voit que les résultats trouvés sont de la 
forme 

(3) j/wrfx'.=£_^l'':^/(.)rf.4-c..'.-.-....4-c,. 

On démontrera la généralité de cette formule en difierentiant les 
deux membres de Téquation (3) par rapport à x, ce qui repro- 
duira la formule analogue relative à l'indice n — i. Si celle-ci est 
supposée vérifiée, on en conclura réciproquement, par Tintégra- 
tion, que l'équation (3) en est la conséquence, d'où il s'ensuit 
que la formule (3) est vraie pour toute valeur de l'indice n. 

La formule (3) donne l'intégrale générale de l'équation (i) sous 
la forme d'une intégrale définie prise par rapport à un paramètre 
variable. Nous saisissons cette occasion pour faire remarquer cette 
forme d'intégrale, sur laquelle est fondée une méthode très-géné- 
rale d'intégration des équations difi'érentielles. 

Si l'on développe, dans le second membre de (3), l'expression 
[x — ')""', ce second membre se présente alors sous la forme 
d'une somme d'intégrales du premier ordre. 
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863. Indiquons quelques applicalions de la formule (3). 
I® Soity(j:) = e^, et posons Jé^x^^dx = i*;,. On trouvera suc- 
cessivement, d'après la formule (3), 

SfCdx^ = e'-f- C.r 4- C = xjé='dx — Jxé'dxz=z xu^ — i/,, 

r Vrfx*= e^-4- AC;c»-4- . . . -t- C^zrr -!- (jr'tfo— 3x«//, -4- 3.rtt,— «3-, 
/ b 2. J 

et ainsi de suite ; d'où l'on tirera Tune après l'autre les valeurs de 
iiKy Ui^ Uzt .... On a ainsi 

I/o = É?' 4- C, ai = (x — ije^H-C, w, = (x« — 2JC -h 2) <?'-+- C", .... 

2® En remplaçant; dans (3), f{x) par f^'^^{x), il vient [326 
et 360] 



/%x /%x r%X 



ce qui nous donne immédiatement l'expression, déjà obtenue, du 
reste de la série de Taylor sous forme d'intégrale définie. 

864. Si, au lieu d'être résolue par rapport à y^'^^ l'équation 
proposée était résolue par rapport à x, et de la forme 

(4) ^ = ?(r««^), 

on en tirerait d'abord, en différentiant, 

dx = ^\y^''^]dyW. 
On a ensuite 

d'où, en intégrant, 
De même, 
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et, en intégrant, 

En continuant ainsi, on obtiendra la valeur de j', exprimée au 
moyen dej^"^ et de n constantes arbitraires. En éliminant j'^"^ de 
cette valeur au moyen de Téquation (4)^ on aura une relation 
entre x, y et n constantes arbitraires, qui sera Fintégrale générale 
de Téquation proposée. 

865. II. Un second cas d'intégrabilité par les quadratures est 
celui où Téquation différentielle ne contient que deux dérivées 
d^ordres consécutifs, et où elle est, par conséquent, de la forme 

Si Ton suppose d'abord Téquation résolue par rapport à la dé- 
rivée de Tordre le plus élevé, et mise sous la forme 

(,) ^r('0^/(^(-i)), 

on en tire, à cause de rf) f"~'^= 7 f«)rfjr, 

\ I j.(«) /(.rc'-'))' 

d'où 



I') '=//' 



/(^(n-D) ' 



Cl. 



On est ainsi ramené à une équation de même forme que celle qui 
a été traitée dans le numéro précédent, et Ton en tire successi- 
vement 

r rYin-'\)Jy{n-\) 






«-f-C,, 



et ainsi de suite, de sorte que Ton obtiendra finalement j^ en fonc- 
tion de J^''■■*^ de j: et de n — i constantes arbitraires. L'élimina- 
tion de j'^""'^ entre l'équation obtenue et l'équation (3) donnera 
une relation entre Xyj^ et n constantes arbitraires, qui sera l'inté- 
grale générale de l'équation (i)j 
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Exemple. — Trouver la courbe dont le rayon de courbure a 
une valeur constante donnée a. 

L'équation différentielle du problème sera 



d'où 



dy' I ^ 



X — C — 






.,^ r_aydy_ 



y^C= /_:l-^=-_..^_., 



Vi-+-/« 



ce qui donne, en éliminant j ', 

866. Supposons maintenant l'équation (i) résolue par rapport 
à la dérivée la moins élevée, et mise sous la forme 

On en tire 
d'où 

et par suite 

On a ensuite 
d'où 

puis, de même, 



_y(«-„ = r^.(»-., ^ = Jy, [^.(«) ) y'ijt^y/C" ^ ç^ ^ 



lï -|- Uj, 



4oo LIVRE IV. — CHAP. III, J I. 

(ît ainsi de suite, jusqu'à ce que Ton parvienne à une valeur de r 
exprimée au moyen de^^"\ de x et'de /i — i constantes arbitraires. 
En éliminant j^") à Taide de Téquation (5), on aura Téquation 
intégrale générale de (4)> entre a:, y et n constantes arbitraires. 

867. III. Le troisième cas que nous étudierons est celui des 
équations qui ne renferment que deux dérivées dont les ordres dif- 
fèrent de deux unités, et qui sont, par suite, de la forme 

Commençons par supposer l'équation résolue par rapport à la 
dérivée de l'ordre le plus élevé, et mise sous la forme 

(i) r^^^^^/ljC^-'î;. 

De l'égalité 

on tire 

ou, en mettant pour j^"^ sa valeur tirée de l'équation (i), 

d'où Ton tire, en intégrant, puis extrayant la racine carrée, 



équation de la forme j^""^^ ^=^f\ (/^""^O» ^^ dont on achèvera 
l'intégration comme au n° 865. 

Exemple. — Soit l'équatioif 
On en tire 



ydy=^d'ydy, d'où /=v^C«-aVi 
ensuite 



C'= / ■ =-arcsm--f, 



c 

d'où, en écrivant C au lieu de - 9 

a 



7= G8ina(a: 4- C) 
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868. Si l'équation est résolue par rapport à la dérivée de 
Tordre le moins élevé, et de la forme 

on aura, en différentiant, et remarquant que Ton a, d'après (a), 

d'où 

et, à partir de là, on retombe dans le cas du n^866. 



§11. 

CAS d'abaissement de l'ordre d'une équation DIFFÉRENTIELLE. 

869. 1. Equations dont le premier membre est une différentielle 
exacte. — Considérons d'abord un exemple particulier, et soit 
l'équation 

j- -4- Sx/ -i- 27^ + (x* -+- ijr*y)y=o 

ou 

(r -i- 3 a:/ -h 2//» ) dx -h [x- -4- a/V) dy= o. 

Cherchons si le premier membre ne serait pas la différentielle d'une 
certaine fonction u =J^{x, j, y') . La différentielle d'une telle 
fonction est de la forme 

^« = ^ ^/' H- • • • > 

les termes non écrits étant de la forme dx(f[xyj'yj'). Donc le 
coefficient de dy dans l'équation proposée est la dérivée partielle 
de u par rapport ky. Soit M| l'intégrale de ce coefficient, prise en 
considérant j^ comme seule variable. Dans l'exemple actuel, cette 
intégrale est 

wi =/ ( x^ -+• 2jr*y ) dy =1 x^x' -+- 7 VS 

en n'y introduisant aucun terme indépendant àe y\ On aura 

du,= [x^-\':tyy)dy-^yd[x^)-\-y^d[x^Y 

H. -> Cours de Calcul itifin., U. 26 
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Il est clair que du — du^ ne contiendra plus aucun terme en dy, 
c'est-à-dire aucun terme dépendant de la différentielle seconde 
de j ; et comme du — dui est une différentielle exacte si du en 
est une, il faudra que cette expression soit la différentielle d'une 
fonction de x et de y^ ne renfermant, par conséquent, j' ou djr 
et dj- qu'au premier degré. On trouve, en effet, 

du — dui = (^ -f- 3jcy -\- %yf^ ) dx — 7.x y dx — '^yy'^ dx 
~.ydx 4- xdy=::^d[xy]^ 

ce qui est une différentielle exacte. On a donc 

tt = ttj 4- xj =: x^y -h j'y* H- xy =: const.y 

et cette équation est une intégrale première de l'équation proposée. 

En raisonnant de même sur le cas général, on arrive à la règle 
suivante pour reconnaître si une expression différentielle donnée 
est la différentielle exacte d'une certaine fonction u et pour obte- 
nir en même temps cette fonction. Soit n l'ordre de cette expres- 
sion différentielle. Il faudra d'abord que la plus haute dérivéej^^"^ 
ou la plus haute différentielle ^^"^ t/x = rfjf"~'^ n'y entre qu'au 
premier degré. On intégrera alors le coefficient de j^^"^ partielle- 
ment par rapport à j<^"~*^ c'est-à-dire comme si y^"""*^ était seule 
variable. Soit U| l'intégrale obtenue ; du — du^ ne contiendra plus 
de termes en j^^^'^ et se réduira à une expression différentielle où 
la plus haute différentielle sera ^f"**) dx = dj^^*^^K Cette expres- 
sion devant être une différentielle exacte si du en est une, il faudra 
que^(/i-0 ou ^(«"ï^) n'y entre qu'au premier degré. On intégrera 
alors le coefficient dej^^""'^ partiellement par rapport àj^f"~*^, ce 
qui donnera l'intégrale Uj. Alors rfu — du^ — du% ne contiendra 
plus que des termes d'ordre n — 2 au plus, et devra être une dif- 
férentielle exacte. En continuant ainsi, si la quantité proposée est 
une différentielle exacte, on devra parvenir, en dernier lieu, à une 
expression en x, y y dx, dy, qui soit une différentielle exacte, et 
que l'on intégrera comme on l'a vu, n^ 772 et suivants. La somme 
de toutes les intégrales partielles ainsi obtenues, U| H- 1/2+ • • •> 
sera l'intégrale de l'expression proposée. 

En égalant cette dernière intégrale à une constante arbitraire, 
on aura une intégrale première de l'équation du = o, dont l'ordre 
se trouvera ainsi abaissé d'une unité. 
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Si, dans le cours du calcul, on rencontrait un reste dans lequel 
la plus haute dérivée entrât à un degré supérieur au premier, la 
méthode cesserait d'être applicable et l'expression proposée ne 
serait pas une différentielle exacte. 

870. II. Equations oh l'une des variables x, y vl entre pas 
explicitement. — SiTéquation ne contient pas j^ explicitement et 
est de la forme 

en prenantj^' pour nouvelle fonction inconnue, Téquation deviendra 






et ne sera plus que de Tordre n — i. L'intégration de cette équa- 
tion conduira à une relation entre x^y' et zz — i constantes arbi- 
traires, et cette relation elle-même s'intégrera par les quadratures, 
en la résolvant soit par rapport ky, soit par rapport à a: [84S]. 

Plus généralement, si l'équation proposée ne contient ni y ni 
aucune de ses/? — i premières dérivées, et qu'elle soît de la forme 

/[r.j^^'Kx^p^'^ v(«);,z^o, 

on la ramènera, en prenant j^^/'^ pour la fonction inconnue, aune 
équation de l'ordre n — p, 

dont l'intégration conduira à une relation entre x, y^P^ et n — p 
constantes, arbitraires. On intégrera cette relation à l'aide des 
quadratures, d'après ce que nous avons vu aux n°* 862 et 864, ce 
qui complétera le nombre nécessaire n de constantes arbitraires. 

Exemple. — Trouver la courbe dont le rayon de courbure soit 
égal à une fonction donnée X de l'abscisse x. 
On a l'équation 

— p— -X, 

26. 
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qui peut s^écrire sous la forme 
on en tire 

— -f- C zz: — .•_^-. , 



/ 



OU, en désignant, pour abréger, par V le premier membre de celte 
équation, 



V ,. . r Vdr 

V 1 — V» 



J VI - V- 



Si Ton demande, par exemple, que le rayon de courbure soit en 



«* 



raison inverse de Tabscisse, en prenant X = — 9 il viendra 



a:- 4" C = " î d OU J' = 1 —- - ■ — — = H- C . 

J V«^ 



? a OU j== ( —^ • - — — 



La courbe représentée par celte équation est connue sous le nom 
de courbe élastique. C'est la forme qu'aflecte une lame élastique 
dont une des extrémités est fixée, Tautre supportant un poids. 

871. Si c'est la variable indépendante x qui n^entre pas dans 
Téquation différentielle, celle-ci étant de la forme 

on ramènera ce cas au précédent en prenant x pour nouvelle 
variable dépendante, et exprimant les dérivées j', j", . . ., j^"^ 

dej par rapport à a: au moyen des dérivées x'= —y a'' = -j-^j > • • •> 
x^"^ = — ^ de X par rapport à j\ 



I n V 



Ainsi on aura j'=— »j^"-= — ^^? D'après cela, Téquation 

[867] 

deviendra 

- % =/{}■) ou - '-^ =f{x) dy. 
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Si Téquation ne contenait que les dérivées de y k partir de la 
p»*"«, et qu'elle fût de la forme 

on rabaisserait d'abord à l'ordre n — /> en prenant j^^/*^ comme 
fonction Inconnue; puis on l'abaisserait encore d'une unité en 

prenant j^p^ comme variable Indépendante et .t/=^ -fTp] P^^rnou- 

velle fonction Inconnue. Ayant obtenu, par l'Intégration, une rela- 
tion entre ^^^^ x' et n — p — i constantes arbitraires, on la ramè- 
nera, par des quadratures,»d'abord à une relation entre y^^P^ x et 
n — Inconstantes arbitraires, puis à une relation entre j^, x eln con- 
stantes, qui sera l'Intégrale complète. 

872. On peut encore, dans le même cas, opérer l'abaissement 
de l'équation par un autre changement de la variable dépendante. 
On a, en effet, d'après la formule (2) du n*^ 867, 

CUf- = — r = 7—i — > 



J .,(«) 



d'où l'on tire 

dy 

En faisant maintenant successivement /z =^ a, 3, . . . , et substituant 
les valeurs Ae j",y", . . . ainsi obtenues, la variable j* étant prise 
pour nouvelle variable Indépendante, on trouvera 






• • 9 



de sorte quej",j^''', . . ., j f"^ seront exprimées au moyen dej^' et 
de ses dérivées par rapport à^, jusqu'à l'ordre // — i. L'équation 
prendra donc la forme 



/ , dr' d^-'r'X 



En l'Intégrant, on obtiendra une relation entre ^,j^' et n — i con- 
stantes arbitraires, et l'on achèvera alors l'Intégration en résolvant 
cette relation soit par rapport ky, soit par rapport à^ [845]. 
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Ainsi une équation du second ordre 
se ramènera, par cette transformation, à la forme 



/ (r. y. 






Par exemple, Téquation j^" -z^f^j) devient [867] 
De même, au moyen de la formule ^ 

on ramènera Téquation f{) ^p\ y ^P'^^\ • • • > J ^"^) = o à la forme 

rintégration donnera une équation entre j^p\ j ip^^) et n — p — i 
constantes arbitraires, et Ton traitera ensuite cette équation par 
la méthode des n^'^ 865 et 866. 

873. III. Equations homogènes par rapport à y et à ses dé- 
rwées, ou, ce qui revient au même, pai* rapport à y et à ses dif- 
férentielles dyj d^jj . . . , rf"j'. 

Une telle équation peut s'écrire sous la forme 



>'"f[''^. — » '—y -"^ )=o. 



Si l'on pose — = c', ou y = e", on aura les égalités 









}'" 



— e-[z'' -h. ..-hs'3), 



jCO — ff=(s(«)-+....4.2'«), 



les termes non écrits dans chaque parenthèse étant des polynômes 
contenant seulement les dérivées de r, et tels que celui qui cor- 
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respond k y^"\ par exemple, ne dépende que des dérivées z^"''*\ 
2(/i-2)^ . . . , z', et ne renferme 5' qu'à des puissances inférieures à 
la 71^®"®. La raison de cette loi s'aperçoit immédiatement. 

En substituant ces valeurs dans l'équation proposée, et divisant 
par j^'", on obtient une équation qui ne renferme plus que x, z', 
z", . . . , 2^"^, et qui rentre dans le cas du n" 870. On voit que l'on 
aurait eu immédiatement une équation d'ordre n — i, en posant 

Exemples. — 1 ^ Soit l'équation 

x^d^jr -+■ xilxdjr — ydx^ ==: o, ou x^jr" -+- xjr' — y =.0^ 

homogène du premier degré en y, j\ j". Elle devient, par la 
transformation précédente, 

x^[z"-\-z'^) -h^z'— 1 = 0, 

OU, en multipliant par » 

dx 
xdz' -\- z'dx -h (x'z'» — i) — = 0, 

dx d[xz'] 

X I — .1*2'* ' 

on en tire, en intégrant, 

x^ ï -h .rz' , ^ .r*— C ix I 

C "~ I - xz' ' "^ ^ ■"j:(x»4-C) ""i'TC^'x' 



el, par suite, 



Kj X 



X 



C| et C2 étant des constantes arbitraires. 

On aurait pu intégrer cette équation en commençant par abaisser 
son ordre d'une unité [869], ce qui aurait donné 

x^y — orr = c, 

équation linéaire dont l'intégration conduit au même résultat que 
ci-dessus. 
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2** Une équation différentielle linéaire sans second membre 

[876], 

est homogène par rapport à j^ et à ses dérivées, et, par suite, on 
peut abaisser son ordre d^une unité, en posant 

/' étant une nouvelle fonction inconnue. Par cette substitution, 
Téquation (i) devient, après la suppression du facteur e^^^j 

les termes non écrits qui suivent la parenthèse contenant tous en 
facteur quelqu'une des dérivées r', r'', . . . , r^'»-2) jg ^.^ ^^ sorte 
que tous ces termes s'évanouissent, comme anr^"'*^, lorsqu'on 
attribue à r une valeur constante. 

L'équation (2) est d'un ordre moins élevé que la proposée, 
mais elle n'est plus linéaire. Elle peut servir cependant à trouver 
des intégrales particulières de la proposée, toutes les fois que son 
premier terme 

s'évanouit, quel que soit a:, pour certaines valeurs constantes de 
r, c'est-à-dire lorsque l'équation 

(3) f[r)=o 

admet des racines constantes Ti, 7*2, • • • • Ces valeurs seront, en 
effet, des intégrales particulières de l'équation (2), ^t, par suite, 



Xi = e'*!^, Xi = r'*!^, . 



seront des intégrales particulières de l'équation (i), au moyen des- 
quelles on pourra abaisser l'ordre de cette équation [881], en lui 
conservant la forme linéaire. 
Soit, par exemple, l'équation 

l'équation (3) correspondante 

2(1 — .r) -i- (.r' — I ) r H- «(2 — .r) r* == o 
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admet la racine ri=.i, d'où il s'ensuit que la proposée admet 
l'intégrale particulière j^, = e^. 

874. IV. Équations homogènes par rapport à x, y et à leurs 
(différentielles rfx, dy, d^y, . . . , d"j. 

On peut dire encore que ces équations sont homogènes lors- 
qu'on y considère x^y comme étant du degré i , r' du degré zéro, 
j" du degré — i , . . . , j^''^ du degré — [n — i). 

Une telle équation peut s'écrire sous la forme 

^ f 1 — ' — J — » » • • • ' I ~- o- 

\ X X a: X X J 

Posons maintenant 

— = rt/, ou j: = e', et —=3, yzi^e^z, 

X X 



On en tire 



dy , dz dy dy Y 

y z X y X 



ce que Ton peut écrire sous la forme 



dy 

-^ =</r(D,-h i]z. 

X ^ ' 



On a ensuite 



d^y dx^ dy' dx , , .« ,_ ,^ 

X X dx X ^ ' 

X 






Pour avoir une formule générale, considérons l'expression 

(f{T>t) désignant une fonction entière et rationnelle quelconque 
du facteur symbolique D^. Comme on a évidemment 

d.f[Dt)z=zf[De)dz = dl.'Dtf{Dt)z, 

on en conclut 

dv =z e-^'dt,{J)t— A) f{I)t) z. 
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De là on tire 

df = e-'dt. (D^+i) Dr(D^— i) 3, 

d'où 

d\r 



X 



= (î^yxrf;"^.//»(D,-f-i)D,(D,-i)3, 



et de même, en général, comme il est aisé de \% vérifier, 

— ^ ~c//«.(D^-hi)(D,-f-o)(D,— i) ...(D| — «-h3)(Df — /i-+-2)z. 

Si Ton emploie la notation des factorielles [Livre I, Exercices, 
p. 373] en posant 

r^zn /•(/•-— i). . .(r— /i -i- i), 
on pourra écrire la valeur précédente sous la forme abrégée 

On en tire 

J('0=: ^JlZ^ e-(«-»)'. (D, 4- l)^3. 
iix'*^ X ^ ' 

d'où 

En substituant maintenant dans Téquation proposée ces valeurs de 

{Ix y dv rf" y* , 

— -> —i -^j •••> î on obtiendra une équation dans laquelle 

X X X X * ^ 

(après la suppression du facteur x"') la variable t n^entrera plus 
que par sa différentielle , et dont Tordre pourra s'abaisser d'une 
unité, d'après ce que nous avons yu dans les n*^' 871 et 872. 

Exemples, — i*^ L'équation traitée au n® 873, 

x^d^y -+- xdxdy — ydx^ = o, 

ou 

étant homogène par rapport à x, dx, y^ djj d^jy deviendra, 
par les substitutions précédentes, en divisant par e^, 

(D^-f- i)D/2-*- (D/-h 1)2— «= o, 
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c'est-à-dire 

ou, en multipliant par dt, 

dz' -h iz'dt=z o, 
d'où 

c 

par une nouvelle intégration, on a, en remplaçant par C|, 

d'où 

2" Soit l'équation 

na^d^y = [ydjc — ocd/y^ ou n — '— = I * ^ 1 • 

On en tire 

ndfi [z" -f- z' ) == [zrf/ ~ [zdt -+- rfz)]», ou n (z'' -+- V ) = «'S 

^^' ,. / 1» * , ^^ 

n—z=iz^—nz, dou dtz=-- — ,, 

at z — nz 

^ t! — n n ndt _ . 

dx 

OU, en mettant pour e^ et rft leurs valeurs j: et — > 

X 

ndx _ y C nà^ 

a:rfz ' X »/ -p(i — Cx) 



ou enfin 



•>=''-^'°scr;^/ 



Autrement, en employant la transformation du n® 872, on aurait 
pu mettre l'équation n[z"-h z^) = z'^ sous la forme 



' -7_/ 



zdz , 

n — ; — =zz^ — nz ^ 
dz 



ou, en supprimant la solution z'= o (qui correspondrait aune in- 
tégrale particulière, pour €2 = 0), 



ndz' 
dzz= —. 



z — n 
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On en lire 



z' z=. n-h t 



z'z^n-he " , 



ou, en posant e " = a, 

^ ^ ndu 

di z=z — . : 9 etc. 

1/ (tt -f- /îj 

875. V. Equations qui da^iennent homogènes, lorsqu'on j- 
considère x et dx comme des quantités du premier degré, et y 
et ses dijfférenticlles dy, d^j^ . . . , d"j comme des quantités du 
degré fi. 

Cela revient à considérer y comme une quantité du degré p, 
y comme étant du degré (x — i , . - . , r^"^ comme étant du degré 
fjt — n. 

L'équation peut s'écrire sous la forme 



„j.((lr y dy d^yX 



Posons, comme précédemment, 



dr , , y 

— = dt, .T = e'. — =3, r = €^^z. 



On en tire 



-^^^rf/H---, d'où ^:=dt\^ilZ-h-j=dt[D,-hu)z, 

d'où, en vertu de la formule générale démontrée dans le Quméra 
précédent, 

d^r dr^ dv' 

.r^ x^ d,v ^ ' n\ f^ r 

= dt*. (D/H- il) (Df -f- f» — i) 3. 

Kn continuant ainsi, on trouvera généralement 
d\r 



x^ 
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d'où 



Si Ton substitue ces valeurs dans Téquation proposée, on arrivera, 
comme dans le cas précédent, à une équation ne contenant pas 
explicitement la variable indépendante ty et par suite susceptible 
d'abaissement. 

Exemple. — Soit Téquation 

x^d^y =z (^-3 4- nxjr) dxdjr — ^y^dx^j 



ou 

d 



i*r / y\ dx dr . >* r/./' 

j;* \ x*y X x^ JT* x' 

qui est de la forme ci-dessus, pour jx=r 2. La transformation 

donne 

(Di-f-2)(Df-f- 1)2 = (i -4- 2z)(D< 4-2)^ — 48*, 

c"-f- 3z'-l- 25 = [i -h 22) (3' -f- 23) — 4**» 

z" — 233' -h 2Z'= O, 

ou, en employant la transformation du n° 872 et divisant par z\ 
ce qui revient à mettre de côté l'intégrale particulière z' =• o, 

dz' 

-, 23 4-2=0, 

dz 
d'où l'on tire 

2' = 3-— 23 4- C, / 4- C = / , — ^ ,, ^ - =r -= arc tang — 7--) 

J (z-i)«4-C ^/c v^C 

expression qui deviendrait un logarithme pour C <[ o. On en tire 

s — I = y/C tang(r 4- C ) v/"C, 

ou, en faisant C'== logCi, 

j:=zx«ji4-vCtang[v^C(logC,j:)]j. 
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CHAPITRE lY. 

THÉORIE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 

ENTRE DEUX VARIABLES. 



§1. 

DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES d'oRORE QUELCONQUE. 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DE CES ÉQUATIONS. 

876. On appelle équation différentielle linéaire une équation 
différentielle dans laquelle la fonction inconnue et ses dérivées 
des divers ordres n'entrent qu'au premier degré et sans être mul- 
tipliées entre elles. 

Soit cp le signe caractéristique d'une fonction rationnelle et 
entière de degré n, à coefficients a^, a^, ,,,y a^ constants ou fonc- 
tions de la variable x. La forme générale d'une équation diffé- 
rentielle linéaire de l'ordre n, entre deux variables x ely, sera 

X étant une fonction quelconque de x ou zéro. 

Dans le cas où le terme X; indépendant de^ et de ses dérivées, 
se réduit à zéro, l'équation, qui devient alors 

est dite une équation différentielle linéaire homogène ou sans 
second membre. 

877. Une fonctionnai de x, sans constante arbitraire, qui, sub- 
stituée ky dans l'équation différentielle (i), rend le premier 
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membre de cette équation identiquement nul, est dite une inté^ 
grale particulière de cette équation différentielle. 

Les propriétés principales des équations différentielles linéaires 
sans second membre sont exprimées par les propositions suivantes, 
dont les trois premières se vérifient immédiatement par simple 
substitution. 

I. Si j^j est une intégrale particulière de l'équation (i), le pro- 
duit Cj^i de cette intégrale par une constante quelconque sera 
aussi une intégrale de cette même équation. 

II. Si 7i , j^2> • • • sont diverses intégrales particulières de l'équa- 
tion (i), leur somme j i -HjKa^- • • • sera aussi une intégrale de la 
même équation. 

III. En combinant les deux propositions précédentes, on en 
conclut que, si j^^, JTa? ••• sont des intégrales particulières de 
l'équation (i), et C|, C^^ . . • des constantes quelconques, la somme 

sera encore une intégrale de Téquation (i). 
878. IV. Soient 

n intégrales particulières de l'équation (i). D'après ce qu'on vient 
de voir, la somme 

(3) J =^ Cl 7i -f- Cl .)•, -I- . . . -+- CnXn 

sera une intégrale de l'équation, renfermant n constantes arbi- 
traires. Ce sera, de plus, l'intégrale générale de cette équation si 
les fonctions j^oj^a, '"^yn sont telles que, pour une valeur quel- 
conque attribuée à x, on puisse déterminer les Ji constantes C«, 
Co, ..., C,4 de manière à faire prendre à j^ et à ses n — i pre- 
mières dérivées des valeurs arbitraires, c'est-à-dire si, pour toute 
valeur de x, on peut tirer des n équations 

y = Cl ri + C, J, H- . . . -+- CnXny 

... .y =Ci/i +c,y, -i-...+c„y„. 
(4) ) 
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des valeurs finies et déterminées des inconnues 

Pour cela y il est nécessaire et suffisant que le déterminant 

1 .>! 



R = 



J i J^ 1 • • • ^ n 



J i J t ' • * J n 



ne s'annule pas identiquement, quel que soit x. 



ÔK 



Si l'on désigne par Y j^ = -r-^ le coefficient dey)l^ dans la valeur 
de R, les valeurs des inconnues Ca seront données par les équations 



I 
\ 

879. S'il existait entre les intégrales particulières (a) une rela- 
tion linéaire quelconque à coefficients constants, c'est-à-dire une 
relation identique de la forme 

(6) «1 V, + a|J,-4-... — O, 

ai y «2, ... étant des constantes, alors une des lignes verticales 
de R serait formée par l'addition des produits de plusieurs autres 
lignes verticales, multipliées respectivement par des facteurs com- 
muns. Donc alors ce déterminant serait nul, et l'expression (3) ne 
serait plus l'intégrale générale de l'équation (i). Nous dirons, dans 
ce cas, que les intégrales particulières (2) ne sont pas distinctes 
entre elles. 

On voit d'ailleurs aisément que, en vertu de la relation (6), 
l'équation (3) se réduit à 

expression qui ne renferme plus, en réalité, que n — 1 constantes 
arbitraires, c'est-à-dire moins que n'en doit contenir l'intégrale 
générale. 

880. On peut arriver, par la considération du déterminant R, 
à démontrer qu'en général la condition nécessaire et suffisante 
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pour que les intégrales particulières (2) soient distinctes est 
qu'il n'existe entre elles aucune relation linéaire identique, de la 
forme (6). 

En effet, si les intégrales ne sont pas distinctes, auquel cas le 
déterminant R est nul, on sait qu'alors les équations 



(7) 






««A 












_4_ _4_ 1/ yCt-l) 



sont généralement compatibles entre elles pour des valeurs des 
inconnues ii|, U29 ••• différentes de zéro, et que, de plus, ces va- 
leurs sont proportionnelles aux déterminants partiels de R relatifs 
à une ligne horizontale quelconque, à la dernière par exemple, 
de sorte qu'on a 



(8) 



**! • *•* • • • • • **n — *i "2 /!• ' 



Différentions maintenant chacune des équations (7), en ayant 
égard à celle qui la suit ; il viendra 



(9) 



(,o) 






"2^1 



l ù^T'' 



-f-«/;y,'*-*'-f-... 



•.,.., 

o, 






I-: 



„'^y.-i)_j.^'^y^«-i) 






.(.'<) 



un) 



hU.jr^- H-"2JÏ" H-...+ ««j5r' 



= 0. 



Or, si l'on différentie la valeur de R, on voit que la dérivée D^çR 
se réduit à 



{'0 



D^R = 



Xi 



J i 



yx 






= Y'.' 



J 1 



Y',' 



(«-1) 



Xn 



J n 
J n 



(n) 
2 



. . . -r x^ •T/i 1 



et, cette quantité étant nulle, puisque R est supposé s'annuler 
quel que soit x, on en conclut, en vertu des proportions (8), que 

H. — Cours de Cale, infinit,, II. 27 
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la seconde ligne 

de Téquation (10) est nulle. En supprimant donc cette seconde 
ligne, les équations (9) et (10) forment alors un système identique 
à celui des équations (7), d'où il résulte que les inconnues ix^ 
u^f ..., u,^ sont proportionnelles aux inconnues 11 1, U2, ..., u„. 
On peut donc poser 

«i ttj " * «« ^' 

d'où Ton tire, en intégrant, et désignant par a^^a^y ..., an des 
constantes, 

tf j = ai eSvf', w, r= a, <?/?rf', . . . , «„ — a« e^f'''. 

En substituant ces valeurs dans la première des équations (7), et 
supprimant le facteur e^^^^j qui n'est pas nul, on a l'identité 

(6) airi-+-«îjî-+-- .. + a»r« = o» 

qui est une conséquence réciproque de l'hypotkèse R = o. 

Donc l'identité (6) exprime la condition nécessaire et suflisanle 
pour que les intégrales particulières (2) ne soient pas distinctes 
entre elles. 

881 . V. Si Ton connaît une intégrale particulière de l'équa- 
tion (i), cette intégrale étant supposée autre que zéro, on pourra, 
par son moyen, ramener l'intégration de l'équation (i), ou, plus 
généralement, celle de l'équation 

(A) y(D,)j = X, 

à celle d'une équation de même forme, mais d'un ordre inférieur 
d'une unité. 

Soit, en effet, j^ une intégrale particulière quelconque, diffé- 
rente de zéro, de l'équation (i). Posons 

« 
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d*où Ton tire, par la formule de Leibnilz, 



z' 



^('')=3.D:;ri-4---./iDr*ji 

Substituant ces valeurs dans l'équation (A), elle devient 

(B) ! ' '•%(.) 

/( • 

Le premier terme du premier membre de cette équation s'évanouit 
identiquement, puisque y^ est supposé être une intégrale de l'é- 
quation (i). Dès lors l'équation (B) ne contiendra plus Zy mais 
seulement ses dérivées z', z^\ ..., zS^^ \ si donc on pose z'=s, 
l'équation (B) se changera en une équation en s de l'ordre n — i, 
et de la forme 

(12) y^{Dj:)sz=o, OU y^{D^)s=iX. 

Donc, si l'on pose j^ =.?^< f^dx, l'équation (A) se changera en une 
équation de même forme, relative à la fonction s, d'un ordre infé- 
rieur d'une unité, et ayant le même second membre. 

Ainsi la connaissance d'une intégrale particulière de l'équa- 
tion (1) permet d'abaisser d'une unité l'ordre de cette équation, 
ainsi que l'ordre de l'équation complète (A), en ramenant ces 
équations à des équations de mêmes formes respectives, mais 
d'ordre inférieur. 

Les coefficients de l'équation transformée sont constants lorsque 
ceux de l'équation proposée le sont. 

Exemple. — L'équation 

étant vérifiée par l'intégrale particulière ju = x^, il vient, en 

27. 
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substituant dans cette équation Texpression u = x^Jsdx^ et divi- 
sant par x^, 

(6— 4'^"+"'='^*)^^* (2 — j:)x.j' = o, 
OU 



d'où l'on tire 



du .T* — Lt -4- 6 , 

- H -^ --£/x=0, 

s jr(2 — x) 



^rzzC^.f ?. 



On a maintenant 



donc 

j — x^Jsdx r= Cff* -4- C'.r*. 

882. Il est aisé de vérifier que, si l'on prend pour s l'intégrale 
générale de l'équation (12), la valeur j^ =j^fsdx sera l'intégrale 
générale de l'équation (i). En effet, z =^fs dx -i- C sera l'intégrale 
générale de l'équation en z, et l'on pourra, au moyen des constantes 
arbitraires, déterminer à volonté, pour une valeur donnée de x, 

y 

les valeurs de z = — et de ses n — i premières dérivées, d'où l'on 

y\ 
conclura facilement que l'on pourra aussi déterminer à volonté j' 

et ses n — i premières dérivées. 

Donc, en mettant en évidence la constante d'intégration, on voit 

que l'intégrale générale de l'équation (i) est de la forme 

(l3) .r = C,Ji4-Ji/5^.r. 

883. Si l'on connaît une seconde intégrale particulière j^ de 
Téquation (i), alors j, = D;r^ sera une valeur particulière de 

j = D;p-^5 et, par cohséquent, on connaîtra une intégrale parti- 
culière de l'équation (12), intégrale qui sera différente de zéro si 



y% 

ticulières j^j, j^2 ne satisfont pas à une relation linéaire à coeffi- 



le rapport — n'est pas constant, c'est-à-dire si les intégrales par- 
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cients constants de la forme «< j« + OL^y^ = o. On pourra donc 
alorS; en posant 

ramener Téquation (12) à une équation de même forme et d'ordre 
moindre d'une unité, 

(l4) ^(D;,)r = 0, ou )KD;,)^rr=X. 

En substituant dans l'expression (i3) la valeur 

5 = Cj JP| H- 5| Jt dXf 

et ayant égard à ce que — =fsidx, cette expression prend la 
forme 

(i5) y = (^iy\-^c^y%-\'jr\Ssxdxftdj:, 

chaque signe d'intégration, dans le second membre, portant sur 
tout ce qui le suit, considéré comme un résultat effectué. 

De même, si l'on connaît trois intégrales particulières^i,j'2»J)'a 
de l'équation (i), on en déduira deux intégrales particulières 

de Téquation (12), lesquelles ne seront pas nulles si les rapports 
—-7 — ne sont pas constants. De ces deux intégrales on tirera une 

intégrale particulière f , = D^ — de l'équation (i4)» ^^ ^1 ^^ sera 
pas nul si — n'est pas constant, c'est-à-dire si l'on n'a pas 

T^x^ = a.D^ ^S d'où x^ = aj, -t- j3ji, 

a et P étant des constantes, ou enfin si les trois intégrales j^i^ 
j2y y% 1^6 satisfont pas à une relation linéaire à coefficients, con- 
stants de la forme de la relation (6). On pourra donc alors, en 
posant t=:zt^fu dXf abaisser encore d'une unité l'ordre de l'équa- 



422 LIVBB IV. — CBAP. IV, § I. 

lion (i4). On aura alors, à cause de — =/fi dx, -- ^=fs2dx^ 

{i6) j = C, ji + CtXt -+- C, j^, -h Ji fsidxft^dxfu dx, 

chaque signe d'intégration portant sur tout ce qui le suit. 

En continuant ainsi, on voit que, si Ton connaît h intégrales par- 
ticulières j^o^a, ...j^k de l'équation (i), et que ces intégrales 
ne satisfassent à aucune équation à coefficients constants de la 
forme «i j^i -h «2^2 4-. . .-4- ^kyk = o, on pourra, par leur moyen, 
abaisser de k unités Tordre de l'équation proposée, et l'intégrale 
générale se présentera sous la forme 

j — Ci^i 4- C, j, 4- ... 4- CicXlc -^yxfsxdxft^dxj, . .fvdx^ 

M étant l'intégrale générale d'une équation linéaire sans second 
membre d'ordre n — Ar. 

Si l'on connaît n — 1 intégrales particulières distinctes [880], 
on parviendra, pour^, à une valeur de la forme 

y = Cin ■+• C,rî 4- ... 4- Cn-iXn-X -^xxfsxdxjt^dxf, . .Jwdx^ 

w étant l'intégrale générale d'une équation du premier ordre, telle 
que 

{17) h^tv -{-/êiw' = ou =X. 

Cette dernière équation peut s'intégrer immédiatement et faire 
connaître une n**"' intégrale particulière de l'équation (i), dis- 
tincte des précédentes. Si l'on désigne, en eflet, par 

-fi'' 

une intégrale particulière de l'équation (17) sans second membre, 
w = C/, w'i sera l'intégrale générale de cette même équation ; et, en 
représentant parj^v, l'intégrale particulière de l'équation (i), 

Jn =Xi fsidxft^dxf, . .Jwxdx, 
on obtiendra l'intégrale générale de (i) sous la forme 
(3) y = Ci^i -4- C,jr,4-. . . 4- C„r«. 
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De méme^ 

w = Cl «^1 -4- «f'i I ^ "' ~ £ir 



'/-^'■"l 



sera Tintégrale générale de Téquation 7io w4- A|Çv'=X, et, par 
suite, 

sera l'intégrale générale de l'équation (A). 

884. Si l'on suppose, dans cette dernière expression, toutes les 
constantes arbitraires nulles, on aura une intégrale particulière 

de l'équation complète (A). On voit donc que l'intégrale générale 
de l'équation complète (A) est égale à l'intégrale générale de l'équa- 
tion homogène (i), plus une intégrale particulière Y de l'équa- 
tion (A). 

On a ainsi ce théorème général : 

Si Y est une intégrale particulière quelconque de l'équation 
complète (i), et sij^^^ représente l'intégrale générale de l'équa- 
tion sans second membre (2), la somme 

(18) j.=y + ^(o) 

sera l'intégrale générale de l'équation (A). 

C'est ce que l'on peut d'ailleurs démontrer directement. 

En effet, i*^ la valeur (18) satisfait à l'équation (A), comme il est 
facile de s'en assurer; 2® pour a: = Xo, on peut, à l'aide des valeurs 
arbitraires des constantes, déterminer arbitrairement les valeurs 
de^ '®^ = r — Y et de ses n — i premières dérivées, et, par suite, 
aussi celles dej^ et de ses n — i premières dérivées. 

Pour montrer une application de ce théorème, supposons que, 

X 

dans l'équation (c), le rapport — soit constant et = «. Si l'on sup* 

posej^ = Y= const., l'équation se réduira à ao Y= X, d'où Y= «. 
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DonC; dans ce cas, Tîntégrale générale de Téquation [x) sera 

885. Si la solution j =j'i annule non-seulement rexpression 
(f{DJc)J^, mais encore les A* — i expressions ç'(Djp)j^,, ..., 
(j,(A-0(D^^^^^ alors le développement de <f{Dx) (jT»^) se réduira à 

\I.'2...A- 1.2. ..(/-+-l) 1.2. ../l '/ 

et ce développement s'annulera pour z^*^ = o, d'où 

Donc, si la solution y^ satisfait aux k équations 

cette solution fournira k intégrales particulières 

de l'équation (i), et, par son moyen, l'ordre de l'équation diffé- 
rentielle pourra s'abaisser immédiatement de k unités. 

886. VI. Réciproquement, on voit aisément que l'intégrale gé- 
nérale de l'équation (i) peut toujours se mettre sous la forme (3) 
d'une somme de n intégrales particulières distinctes, multipliées 
respectivement par des constantes arbitraires. 

Il suffît, pour cela, d'admettre que toute équation linéaire sans 
second membre de la forme (i) est susceptible d'une solution 
autre que zéro, ce qui résulte de ce que nous avons démontré au 
n°809. D'après cette proposition, l'équation (i) admet une intégrale 
particulière j^j, au moyen de laquelle on peut mettre l'intégrale 
générale sous la forme (i3), s étant l'intégrale générale de (la). 
Cette dernière équation admettant une intégrale particulière St 
autre que zéro, il en résulte une seconde intégrale particulière 
j-2=Jifstdx de l'équation (i), dont l'intégrale générale prendra 
la forme (i5), t étant l'intégrale générale de (i4)- ^^ continuant 
ainsi, on finira par mettre l'intégrale générale de (i) sous la 
forme (3), y^y^^j "-y Jn étant des intégrales particulières de (i), 
toutes distinctes entre elles. 
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Donc aussi Tintégrale générale de Téquation (A) peut toujours 
se mettre sous la forme 

r ~ Ciri 4- Cl jTi + . . . -4- c„ jr« -4- Y, 

J^o J^2> • • • étant des intégrales particulières de l'équation homo- 
gène, et Y une intégrale particulière de Téquation complète. 

887. VIL Une équation linéaire sans second membre ne peut 
admettre de solution singulière ; car, si y\ est une solution quel- 
conque de Téquation (i), en lui appliquant les calculs des numéros 
précédents, on la fera entrer dans une expression telle que (3) de 
l'intégrale générale, et cette expression se réduira à j^^, si l'on y 
suppose la constante C| = i et toutes les autres constantes = o. 
Donc la solution j*! est une intégrale particulière. 

888. VIII. Nous venons de voir qu'une équation différentielle 
linéaire sans second membre présente avec une équation algé- 
brique cette analogie , que son ordre peut s'abaisser de Xr unités 
lorsqu'on en connaît h intégrales particulières, de même que le 
degré d'une équation algébrique peut s'abaisser de h unités lors- 
qu'on en connaît h racines. 

Là ne s'arrête pas l'analogie. Il est facile, par exemple, de trou- 
ver la composition des coefGcients /zq, ai, . . ., /i;, de Téquation 
différentielle linéaire (i) au moyen des n intégrales particulières 
distinctesj'i, y^^ ... , jO/« 

Si l'on substitue, en effet, ces n intégrales successivement dans 

Téquation (i), on obtient, pour déterminer les n inconnues — » 



«.. 



* , . . . , _?ilL, les n équations 



^n ^n 



^v.+ ^r;-4-...+ ^^r"-— rr. 



«/» «/» «f» 



^0 . ^1 9 . . ^n- 






«/» «/» ^1» 



T^ y » ^^ ZT J^n "r . . • -t- j n — J^ ♦ 
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d'où Ton tire, en conservant les notations du n^ 878, 
Remarquons que, pour k =zn — i . cette formule devient 



^fi-t 









c'est-à-dire [880, (ii)] 



~R^^*=:D^R, d'où -"=i 



d logR 
dx 



On-\ 



Réciproquement, étant donné le coeflicient — "--» on en déduit 



Vi = Ce 






dx 



Exemple. — Former une équation différentielle linéaire qui 
admette les intégrales particulières 

Ji ^ ^» Ji ~ ^' 



R = 



On tire de là 


y^-^, y, 


I, 






d'où 


j'i — ^, /î-O, 






e* X 
é' I 


--e'(i-x). 


r"^ 


e"" o 


— ^re*. 


R'^- 

Oj 


C o 



L'équation cherchée sera donc 



j- — xj' -4- ( J? — I ) y == o. 



§ II. 

INTÉGBATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 
SANS SECOND MEMBRE A COEFFICIENTS CONSTANTS, ET DES ÉQUATIONS 

QUI SE RAMENENT A CELLES-LA. 

889. Si, dans la transformation du n^ 881, on remplacerai par 
une exponentielle e''', où /* désigne une constante indéterminée, 
alors Dj.e^* = r".e^"^, de sorte que l'opération Dj équivaut à une 
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multiplication par r", et, par suite, ropération <f{^x) à une multi- 
plication par le polynôme f (r). Donc, par la substitution 

Téquation différentielle homogène 

(0 y(i>x)r = o 

deviendra 

ce que Ton peut représenter, sous une forme abrégée, par 

e''*y(r-4- D;y)2 — o. 
Si l'équation 

(3) ,(r) = o 

admet une racine constante ri , Téquation (2) sera évidemment vé- 
rifiée par la supposition Dx^ = o, z = C, et, par suite, l'équa- 
tion (i) admettra l'intégrale particulière 

Ainsi, lorsque l'équation (3) admet plusieurs racines constantes 
différentes Ti, Ts, ..., on obtiendra, pour l'équation différen- 
tielle (i), autant d'intégrales particulières distinctes 

Exemple. — Si l'on propose l'équation différentielle 

l'équation y(r) =0, qui lui correspond, sera 

I — jcr-h [x — i) r* = o, 

d'où l'on tire les racines r, = i, ro = • La racine i\ étant 

X — 1 

constante, on en conclut que l'équation proposée admet l'intégrale 
particulière j^i = e^, à l'aide de laquelle on abaissera [881] l'équa- 
tion proposée au premier ordre. 
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890. Enayantégard àréquatîon (3), et posanlDxZ'=5, Téqua- 
tlon (2) prendra la forme 

(4) x[^x)s = {bo -4- ^D,-h. . ..+ ^„-iDrM ^ = o. 

et, si l'on fait maintenant s = e^-'tv, cette équation deviendi*a 

(5) e>"[,ip)^^D.^...^^^-K-'y = o. 

Lorsque Téquation 

(6) x{p]=o 

admet une racine constante pi, l'équation (5) sera vérifiée par 
w = Cy et Téquation (4) par s = C'ePi^. Donc Téquation pro- 
posée (i) sera vérifiée par j' = G'e(''i"**''i)^, c'est-à-dire pour 
r = J^^-hpi et z = C. Il faut donc que l'on ait y (r, -f- /?< ) == o, 
et, par suite, que r, -hp^ = r2 soît une seconde racine de l'équa- 
tion (3). 

Réciproquement, si 7*1 et r^ sont deux racines constantes de 
l'équation (3), /?« ==r2 — Tj devra être une racine de l'équation (6), 
et, par suite, e(''t~'"t^^ une solution de l'équation (5). 

En continuant ainsi , odl abaissera successivement l'ordre de 
l'équation (i) jusque ce que l'on ait épuisé toutes les racines con- 
stantes de l'équation cf(r) =0. 

Nous supposons ici que ces racines ri, r^, . . . soient des racines 
simples. Nous traiterons plus loin le cas où ces racines seraient 
multiples. 



891. Si l'équation (i) est à coefficients constants, c'est-à-dire si 

sont des constantes, alors Téquation (3) aura 



^l ^n-\ 



a^ Un' a„ 



71 racines constantes Ti, r^, . .., r„, et, si ces n racines sont iné- 
gales, il en résultera n intégrales particulières distinctes 

de l'équation proposée. L'intégrale générale de celle-ci sera 
donc [878] 

(7) 7 = Cl <?'■.' -I- C, ffV -f- . . . 4- C„ e''-^. 
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Il est aisé de s'assurer que les intégrales j^,, j^2> •••O» sont 
réellement distinctes quand les racines Tj, Tj, ..., Vn sont iné- 
gales. Si nous formons, en effet, les équations (4) dun® 878, elles 
deviennent 



ou, en posant, pour plus de simplicité, |, r= Ci e^^, ..., 



j(«-t)=rJ-*Ç,^...+ r;;-iÇ„. 



Le déterminant de ces équations 



R = 



/» 



• • • • 



'1 '2 • • • ' n 



-1 



i ('•.- 



'•l)('3~ 


'"i) 


1 


n) 


X(r3- 


^t] 


• • • i '*» 


'•.) 


X 












X(r„- 


'•»- 



[130] n'est pas nul, puisque aucun de ses facteurs ne Test. Donc 
les intégrales particulières en question sont distinctes, et l'inté- 
grale générale de l'équation est bien de la forme (7). 

892. Pour obtenir la résolution complète des équations (8), 
considérons la fonction 

et formons les coefficients du quotient de la division de <!({p) par 
p — r, ordonné suivant les puissances de p, savoir 



?n[p) — ^/,. 
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On a, comme on peut s^en assurer en multipliant ces égalités res- 
pectivement par I, r, . . ., r""^, r«~*, et faisant la somme, Tidentité 

Me) + '•f.(p) +. . • + '-'f»-.(p) + '-'?,{p) = tM^illl 

Si l'on donne à r successivement les valeurs ri, r^, . ... r„, <f{r) 
s'annule, et Ton a 

?t (p) + n ?î(p) +. . .-^ ^i;-* ?«(f>) = f^T' 



yi(p)-+-''i,?i(?)-+-... + ^r'?«(p)^ ^^''^ 



Si Ton ajoute maintenant ces égalités après les avoir multipliées 
respectivement par Ji, Çs» • • •> Iny et que Ton pose 

les équations (5) donneront 

\P — '^l F — 'î P — '^n/ 

d'où Ton tire 



?(p) p — ^'l p — f' 



a 



De cette identité il résulte que ^i, ^2, • • ^ En ^^^^ ^^^ numérateurs 
des fractions simples dans lesquelles se décompose la fonction ra- 
tionnelle ?^. On a donc [412] 

valeurs finies et déterminées, quand les racines /•<, 7*2, . . ., r„ sont 
inégales. 

893. Si l'équation (3) a des racines complexes, l'intégrale (7) 
peut se ramener à la forme réelle. Considérons, en effet, deux 
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racines conjuguées 

La partie de Tinlégrale (4) qui dépend de ces racines, 

pourra s'écrire sous la forme 

(Cl -f- C^)eP'co^qx -T- (Cl —• C,) ieP' ?mqx = eP'[C' cospx -^ C sinpx], 

C et C^^ désignant de nouvelles constantes arbitraires. 

Si l'on pose 

C' = KcosL, C" = KsinL, 

cette expression deviendra 

Ktf/"cos(<7x— L), 

K et L étant encore des constantes arbitraires. 

Exemple. — Soit l'équation 

L'équation en r correspondante, a2H-r- = o, a pour racines 
/•i = ai et To = — ai. Par suite, l'intégrale générale sera 

j =1 de^-^'-r- Cjff-«^'=r C cosax -h C" sinax = K œs(ax — L). 

894. Si l'équation (3) a /r racines égales Ti = 7*2 = . .. = /'a, 
l'expression (7) aura k de ses termes qui se confondront en un seul 
(C| H- C2 -f-. . .-h Ga) e''»^, et elle ne contiendra plus le nombre de 
constantes nécessaire pour représenter l'intégrale générale. 

Mais, dans ce cas, la valeur r = r^ fait évanouir la fonction cp (r) 
et ses A' — i premières dérivées, et l'équation transformée (a) se 
réduit à 



e''!* 






Cette équation est vérifiée [885] par 

«(^•; — o, d'où « zr: c + C'x -4- . . . -f- Q^^'^)x^'\ 
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et, par suite, la racine ri correspond à l'intégrale 

j = (C + C'x + . . . -f- CC*-«)**-> ) e^', 

qui contient le même nombre de constantes arbitraires et équi- 
vaut au même nombre d'intégrales particulières distinctes que le 
résultat fourni par les racines r^ ^2, ..., r^, si elles avaient été 
inégales. 

895. On peut encore obtenir une autre forme remarquable des 
intégrales particulières distinctes fournies par une racine multiple 
de l'équation (3). Si, dans le premier membre de l'équation (i), 
on fait y = eT'j r désignant une quantité quelconque indépen- 
dante de Xy on aura Identiquement 

En difierentlant cette Identité h — i fois de suite par rapport à /% 
il viendra 

r(Dx)^ =««(x-4-D,)y(r). 



?(D.)^-'?'-'(-^ + Dr)^-'?(r). 



Si, pour r=ri, les h fonctions cp(r), ç'(/*), ..., ç<*-*Jr s^éva- 
nouissent, on voit que les seconds membres de toutes ces égalités 
se réduiront à zéro, et par suite, l'équation (i) sera vérifiée non- 
seulement par la valeur y^ == e'"»-^, mais encore par les A* — i pre- 
mières dérivées de la valeur e^^ par rapport à r, dans lesquelles on 
fera ensuite r-=^r^^ c'est-à-dire que Ton aura, pour la racine ri, 
h intégrales particulières, en faisant r = ri dans les expressions 

dr /)*—* r 

jr — c , ^^ — jTff , . . . , ^^-i — -^ ^ • 

896. On peut vérifier, comme au n^ 892, que les intégrales 
particulières obtenues par les formules précédentes, dans le cas 
où l'équation (3) a des racines multiples, sont bien réellement 
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distinctes entre elles, et arriver de même à la résolution des équa- 
tions par rapport aux constantes arbitraires. 
Soit Ti une racine Ar-uple. Posons 

Çi = (C -+- C'x -+-... -^ C(*-»)a^-* ) e'-x' = Xe''.', 

d'où 

en faisant Ja = -7- e^»*; 

dx 

rf'X 
en faisant \z = -y~% ^**î ^*> ^'^ général, 

= 'î-' «> + (* 7 ' ) '^■"" «' + (^' 7 ') '^■"•«' + • • + «*' 

OÙ 



rfa:^ 



-'^Si -+-(Î)'-i-^5« -+--^(A-i.)''iÇA-' 



^"-^f, 



'^"'^-^CT')'^"^'"^ ••■^(^-î)'^"'^'- 



Les équations (8) seront alors remplacées par les suivantes : 

••••.•••••...■•••.•■..•••••••••••••••••••. .••••••.••••..••••.••...«f 

j^»-«)= rj-» Ç. + /"" '^ ^-« Ç.+ ("" '^ r;-»Ç.+ • • • + ("I ;) '•r*Ç*+ 'KiÇ**. + • • • ■ 
H. — Court d» Calcul infin., II. 28 
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Or, en difTérentiant successivement k — i fois par rapport à i 
l'idenUté [892] 

fiCcl + ^ftp) +••• + ''-•?-(?) = ^I^^^ 

et faisant chaque fois r = ri, il vient, à cause de 

1'l(p)■^-''«7.(p)+•.•-^'•r?«-i(p)+'•r*?»W-■/-^î:' 

p — il 

7?.(p)+ 7'-if.(p)+-+ -r-'^i'*fn-x{p)+ ——r:-*fnip)= rf^. 

II I I l/'~Mj 

2.1 , , (« — 2)(« — 3) _ . , , 

— ?.(/>)+•••+ ^ ^ r'-'fn-x {?) 

[n-_i)[n-i) y(p) . 



i' 



(L;)^*^''^'^G-.)'"'''*"*^''^^"-^("-i)'^'*''-(''^ 



?fp) 



^ 



(p-'-i) 



Multipliant ces égalités respectivement par ^1,^2» •••» Ça, et les 
ajoutant aux égalités analogues, multipliées par Ç/.+n • • -^ ^1 vient, 
comme au n^ 892, 

F(ri = y(p)f-^ + — ^.4-...4-p-^^,.H- -i^±l_+.. V 

d'où Ton conclut encore que Çi, ..., Ç^t, Ça+i, ... sont les numé- 
rateurs des fractions simples résultant de la décomposition de la 



fraction 



?tp) 



897. On peut ramener au cas d'une équation différentielle 
linéaire à coefficients constants certaines équations linéaires à 
coefficients variables, telles que Téquation 

oLj ^y aQ, a^, .. ., an étant des constantes. Pour cela, nous remar- 
querons que, la différentielle de a + ^x étant constante en même 
temps que dx,. si Ton prend a -H Po? pour nouvelle ^'ariable indé- 
pendante, en posant 
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d^y sera le même dans les deux systèmes de variables [303], de 
sorte qu'on aura 

Donc l'équation pourra se ramener à la forme plus simple 

(lo) ^oJ-i-^i^j'-+- a^x^jr"-^. . .-t-a„a:'*j('0 — o, 

ou 

(il) ©(.rD^)r=:0, 

9 étant le signe d'une fonction rationnelle et entière. 

Changeons maintenant de variable indépendante, en posant 

jc r- e*^ d'où d.v = e^ cit. 
On en tire [875] 

et en général, en adoptant la notation r pour désigner la fac- 
torielle 

I n 

r^ =^r[r — i)(r — a)...(r— /i+i), 



on voit aisément que l'on aura 
ou 

Désignons généralement par y (r) ce que devient ^la^^Tonction 
ç(r) lorsqu'on y remplace les puissances 

r r' r" 

/| #t m m u y I 

respectivement par les factorielles 

|J._ Il l« 

L'équation proposée deviendra 

(la) y^(D,)j = o, 

38. 
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OU, en développant les facioriellesy et posant cy (/•) = *!*(/*), 

(i3) ♦(D,)r = o, 

équation à coeflicients constants, comme celles que nous venons 
de considérer dans les numéros précédents. 

Si Ton désigne donc par /*i, /'o^ • • •; /*a les racines de l'équation 
<I> (/•) = o, supposées inégales, l'intégrale générale de l'équation ( 1 3) 
ou (il) sera 

j = Cl tfV -f. . . .-+-C„e'Vr=C,a:''t-hC,J:'"t-f-. . .-f-C„ar'"-. 

Si /'i est une racine d'ordre de multiplicité k, on remplacera les 
A" premiers termes de cette expression par 

(C 4- CV 4- . . . 4- Cf ''-« V^-' ) tfV z= [C 4- CMogx + . . . ^- C(«- ' )(log:r)*--*]x'-. . 

898. On aurait pu traiter directement l'équation (ii), sans 
changer de variable indépendante, en posant 

d'où 

Dix = (r^*'-* 4- 2r^''-*D^4- ^'•Di)3 = x'" (- 4- D,^ *5, 
et, en général, 

en désignant par ( — H D^ ) ce que devient ( — h Dx) lorsqu'on 

y remplace, après le développement, les puissances /•* de r par les 
factorielles correspondantes r~. Par conséquent, 

x*» D2 7 = x'*( r 4- xDj.)^z, 

I Mû 

la puissance symbolique {r-hxDx) devant être développée avant 
que l'on exécute les opérations de différentiation. 
L'équation (ii) devient, d'après cela, 

(l4) x'-y^(r4-a:Dx)z = 0, 
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el elle se réduit à Téquation 4>(r) == o, si Ton suppose z constant 
et Téquation 4>(r) = o susceptible d'une racine constante, comme 
cela a lieu dans le cas des coefficients ^o» a^^ ., ,^ an constants. 

Dans le cas des racines égales, on diflerentierait par rapport 
à /*, comme au n^ 895, Tidentité résultant de la substitution j^' = x'*, 

ce qui donnerait 



Donc, si Ton a 

o = *(/•,) =*'(n) —,. .= ♦(''-») (rj), 

Téquation sera vérifiée par les valeurs que prennent, pour r^=i\j 
la fonction j^ = x^ et ses h — i premières dérivées par rapport à r. 

899. Considérons encore Téquation (i4)* Remarquons que Ton 
peut développer la fonction cp (r -h J:^ Dx) par le théorème de Taylor, 
comme il est facile de le voir par des identités algébriques. On 
aura ainsi 

En y changeant les puissances de r en factorielles, et désignant 

par cp~(r) ce que devient cj»f*'(r) par ce changement, Téquation (i4) 
prendra la forme 



x^ 



[,l^(.)+ ?!ilL),.D.^...-H tî^:lx-Ds].=o. 



Si, pour r = Ti, on a à la fois 



(') On aurait pu se servir, au n* 889, de la formule analogue qui donne le déye- 
loppement de 9(/* + Djp), pour obtenir la formule (a) de ce numéro. 
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alors Téquation sera vérifiée par 

Di^^ro, d'où 2 = C-l-C'x-+-...4-CC*->)ar*~\ 

et, par suite, la racine r^ donnera les k intégrales particulières en 
progression géométrique 



x^i, j:'*!"*"*, • . ., X 



r,+X-i 



On aura en même temps Téquation en z^^^ d'ordre n — k, à la- 
quelle s'abaisse l'équation proposée, 

laquelle est toujours de même forme que la proposée. 

900. Exemples. — I. Soit Téquation 

— 'xiojr -h goxy — 1 5a?*y -h x^j'" =^ o. 
On aura 

f (r)=— 2io-t-9or — lor-i- r~:= — 210-4-107 r— ior=-f-r^, 
y^(r) 1= 90 — 3orH-3r~ = go — 33 r -t- 3r*, 

y'^(r) = — i5 + 3r, 



1 .2 



I llf > 



I .2.3 



L'équation f (r) = o admet la racine r=5y qui annule aussi 
cp (r) et Ç~(/*). L'équation (i4) se réduit donc à 

Di3 = o, d'où 2 = C -h C'jT -+- C V, 
et, par suite, l'intégrale générale de la proposée est 

Si l'on avait pris, parmi les racines de f (/*) = o, la racine 
/• = 6, qui annule aussi ç (r), l'équation (i5) serait devenue 

d'où 

j:*z"=r const., 
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et par suite 

ce qui aurait encore donné la même valeur de j-, 
II. Soit encore Téquation 

2(1 — .r) jr -h (.r* — !2) j' -4- j? (2 — jr) j" = o, 

que Ton peut écrire sous la forme 



.rr* — 1 . 2 — X 



X X 



On a ici 



10,. , , .r* — 1 2 — .2^ Il 

y^(r) = 2(i-.r)-4- __r4--^-r 

= - [2x(l X) (4 "^ «^ ^*) ''"*■ (2 ~" •=p)'**]i 

l'équation ç (/•)==o admettant la racine constante r=2, nous 
poserons j^ = x^ z. On a maintenant 

11, , r} — 2 2(2 — .r) i II, . 2 — X 

d'où l'équation transformée 

rg — L,T. -\-x^ ^ 2 — X . ^ ,1 

ou 

//z' 6 — ^x + .r* , 

-7- H i — ^/.r=:o, 

Z 2.r — 4:* 

laquelle donne 

x' 
et par suite 



j=:Ce^+C'x 



' -« 
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§111. 

PASSAGE DES ÉQUATIONS LINÉAIRES SANS SECOND MEMBRE 
AUX ÉQUATIONS LINÉAIRES COMPLÈTES. 

001. Nous avons démontré [884] que l'intégrale générale d'une 
équation différentielle linéaire complète 

(•) f(Dx)r = X 

s'obtient en ajoutant à l'intégrale générale j^^^ de l'équation ho- 
mogène 

(2) y(D,)j(0)=3O 

une intégrale particulière quelconque Y de l'équation (i). Il s'agit 
de trouver les moyens d'obtenir cette intégrale particulière. 

Remarquons d'abord que, si le second membre X se décompose 
en plusieurs parties, de sorte que l'on ait X:= Xj -h Xj-I- . . ., on 
obtiendra une intégrale particulière de l'équation (i) en faisant 
la somme Y =^ Y, -f- Y2 H- . . . des intégrales particulières Y, , 
Y2, ... des équations 

y(D^)Yt = X,. y(D,)Y, = X,, •.... 

On pourra ainsi, dans plusieurs cas, simplifier le problème par la 
décomposition du second membre en plusieurs termes. 

Examinons d'abord plusieurs cas particuliers importants, dans 
lesquels la détermination de l'intégrale particulière peut se faire 
par des moyens plus simples que les méthodes générales. 

902. Supposons que l'équation proposée soit à coeflQcients 
constants, et que le second membre X contienne un terme de la 
forme ae^', a et X étant des constantes. En posant j^ = ze^^, 
l'équation à laquelle il s'agit de satisfaire sera 

Si ^(X) n'est pas nul, il est clair que cette équation sera vérifiée 

en posant 

Dj.« = o, r = X, et f['k),z = a. 
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Donc on aura rintég^ale particulière 

Mais, si X est une racine /r-uple de Téquation ^(r) = o, c'est- 
à-dire si le second membre est une intégrale particulière d^ordre h 
de l'équation (2), alors, T(^)> ?'(^)> • ••' ?^*~*^(X) étant nuls, on 
pourra supposer D*^ constant, avec r = X, d'où 

-Jj- ^'' - «• 

En intégrant k fois, et supprimant les constantes arbitraires qui se 
retrouvent dans l'expression de l'intégrale générale j^">\ on aura 

d'où 

Y- '•'^ c^ 

903. Si le second membre est de la forme o^^^l[^x -^-y), on 
le décomposera en termes de la forme ber^^^'y et l'on sera ramené 
au cas précédent. 

Ou encore, ce qui revient au même, on fera, dans l'équa- 
tion (i), 

Y =pcos[Px -h 7) H- <jrsin(j3xH- 7), 

et l'on calculera les coefficients indéterminés p et ç en identifiant 
les deux membres. Remarquons que, sî le second membre se com- 
pose d'un seul terme, acos{^x + y) par exemple, et que tous 
les termes du polynôme y(Dx) soient de même parité, on pourra 
poser simplement j^ = /7COs ((3 xH- 7) si ces termes sont d'ordre 
pair, et j^ = q sin((3 j: -f- y) s'ils sont d'ordre impair. 

Si ±j3i était racine de l'équation (p(r) = o, de l'ordre de 
multiplicité Ar, on remplacerait^ et q par ;oa:*, yx*. Ainsi, si l'on 
donne l'équation 

on posera j^ = px^ cosx, et l'on trouvera 

p = — 7j> d'où Y = — - a?* cosx. 
o o 
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904. De même, étant donnée l'équation 

si X est composé de termes de la forme ax^, on posera j = zx^y 
d'où 



x'" 



[^y^(,) + ?^^D,+ ...J, = «^; 



si <f (X) n'est pas nul, on prendra r = 7., z constant, d'où 






Si y~(X) est nul, en faisant (f (/•) = 4>(r) et x= e^, l'équation 
deviendra 

et, si X est racine Ar-uple de 4>(r) = o, on trouvera, comme pré- 
cédemment, 

905. Si le second membre est un polynôme en :t: à exposants 
entiers, et que l'équation ait pour coefficients des fonctions entières 
de Xy on substituera à j^ un polynôme à coefScients indéterminés 
et de degré assez élevé pour que le nombre des coefficients suffise 
à l'identification des deux membres. 

Ainsi, si les coefficients ao, ai, . . ., /i,, sont constants, et ao^o, 
X étant de la forme 

on posera 

y = Ao -»- A, X -f- . . . -1- Axx^, 

d'où 



n 



v(D^)Y=2 OpP^Ap-hxS (/i + i)^«^Ap+,-f-... 

p p 



n 

+ ^^^ {p + ^)~«/. Ap+i, 



,' 



ce qui donne, en identifiant avec le second membre, et remarquant 
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que A^ = o pour p ^ ^, 

ax_i = «0 A>_i -t- >i "«1 A\, 



«0 =^^0^0 "i~ ^ tf 1 Al -f- . . . -f- 1 flfx Ax» 

d'où Ton tire successivement A^, Ax«o . . ., A©. 

Si les h premiers coefficients a^y a^, .,., a^^i sont nuls, on 
prendra pour Y un polynôme de degré X -4- A*, et Ton trouvera les 
équations 

Li' 

«x-i— (X-f- X-— i) aji. Ax+ji^i -h (^4-A:)'^~~A).^.A- 
» 

les coefficients A©, ..., A^_i pouvant être pris à volonté, par 
exemple égaux à zéro. 

Si X contient des exposants non entiers, par exemple s'il y a 
un terme de la forme ax^, X étant fractionnaire ou incommensu- 
rable, on posera j^ = x^ X un polynôme entier, et Ton opérera 
comme précédemment. 

906. On peut ainsi, dans certains cas, trouver une intégrale 
particulière de l'équation (i), lors même qu'on ne saurait pas 
trouver l'intégrale générale de l'équation (a). Soit, par exemple, 
l'équation 

2^ -f- ( 5 -f- or) ^' -h X^-" z=i I -h X*. 

En posant j^ = A© -f- A| x + A2 :c^ -f-. . ., et substituant cette valeur 
dans l'équation, on trouve, par l'identification des termes affectés 
des mêmes puissances de x dans les deux membres, les équations 
de condition 

aAo-h 5Ai z= I, 3Ai-hi2Aj = o, 4^»=^'» 
les coefficients A3, A4, ... étant nuls. On en tire 

Ao=3, Ai = — I, Aj=-r» d'où Y = 3 — x -f- tx*. 
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907. Dans les cas'^où ces méthodes particulières ne sont pas 
applicables, on a recours à des méthodes générales, au moyen 
desquelles on peut, par de simples quadratures, déduire de l'in- 
tégrale générale de Téquation privée de second membre une inté- 
grale particulière de Téquation complète. 

I. Méthode de d'Alembert. — Nous avons vu [881] que, 
étant donnée Téquation 

(i) . y(D,)j=.X, 

on peut, au moyen de h intégrales particulières de Téquation 

abaisser Tordre de Téquation (i) de A unités. Si Ton connaît Tin- 
tégrale générale de Téquation (2), c'est-à-dire si l'on connaît les 
n intégrales particulières distinctes qui la composent, on pourra 
donc abaisser l'équation (i) au degré zéro, c'est-à-dire l'intégrer 
complètement. 

Il suflira môme de connaître n — i intégrales particulières dis- 
tinctes de l'équation (i)^ car on pourra alors abaisser son ordre à 
l'unité et la ramener à une équation de la forme 

(Ao-^/l,D^)«' = X, 

équation linéaire du premier ordre que nous savons intégrer [8âi ]. 
Exemple. — Soit l'équation 

L'équation sans second membre correspondante sera 

laquelle admet pour intégrales particulières [893] 

jr^ '.=z cosa jT, ^, = sina^r. 

Posons [883] 

y = co^ax.fsdx^ 

d'où 

y •=: — a ûnax.Jsdx -f- costfx.5, 

y 1^ — à^cosax.fsdx — lasÀnax.s ^- cosax.s'. 
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L'équation deviendra 

— 2asinax.s -i- ces a «.5'-- X. 

De l'intégrale particulière /j on peut maintenant tirer une inté- 
grale particulière de l'équation sans second membre 

— lasïnax.s -h cosax.s' =^0^ 
savoir 

Si — Djc^^ =zl>jç tang«x = — - — • 
ji * o cos'flx 

On posera alors 

s =z — - — / tdx^ d ou 5 = ... H ■ /, 

cos'flo: cos'«j: 

/=rX, /=-XC0Saar, 

cos'aj: a 

s= — _ — fK-cosaxcLc, 



— ^ — flLcosaxcix 
cos^ax*^ 



y :=: cosâ:x 

==:cosaj*l flLco^axdx ysin^x.X^iT j 

= Cl sin fl X -h Cj cos ax-\ — (sin a xj\. cos axdx — cos a xfX smaxtlx) . 

908. IL Méthode de Lagrange, ou méthode de la variation 
des constantes arbitraires. — Représentons par 

(3) i; = 2C/ïî/, (/=:i, 2, . . ., /i) 

l'intégrale générale de l'équation (2), et proposons-nous de repré- 
senter l'intégrale générale de l'équation (i) par une expression de 
même forme, en y remplaçant seulement les constantes Q par des 
fonctions ui de Xj convenablement choisies. L'expression ainsi 
obtenue, 

(4) j- = 2tt/ïj/, 

renferme n fonctions indéterminées u^j u^^ • • •, Uny assujetties à 
la seule condition que cette expression (4) satisfasse à l'équa- 
tion (i). On pourra donc soumettre ces n fonctions an — i autres 
conditions arbitraires, qu'il conviendra de choisir de manière à 
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simplifier autant que possible les calculs. Pour cela, on fera en 
sorte que non-seulement j^, mais encore ses « -^ i premières déri- 
vées soient de même forme que si U| , . . ., U/i étaient des constantes. 
Les n — I conditions en question s'obtiendront alors en égalant à 
zéro les parties des dérivées j^,j", . . ., ^^"""'^ qui proviendraient 
de la variation de Ui, 112, • . ., u„. On aura, de cette manière, les 
deux systèmes d'équations 



(5) 



(6) 





y — 


2 I//Ï3/, 














y 


2 a/î3/ , 














y 


2 tf/îî/ , 


-1) 

9 










• * 


.1-1)— 


• • • • • ï 




y^' 


') — 

i:: 

< 
i .. 


2 Ui-nf 

: 2 a,. 13,- , 


-4- 


2 


r 


v'r 


■I) 



i" 

= 






En substituant les valeurs (5) dans l'équation (i), et ayant 
égard à ce que les m satisfont à l'équation (a), il vient 



(7) 



2i/>i'*-*' = X, 



et cette dernière équation, jointe aux équations (6), déterminera 
pour n\, u\, . . . , u'j des valeurs finies, puisque le déterminant 



R=: 



ÏJl 


^f 




« • • 


^n 


^1 


f 




. ■ • 


t 


• • 


• • 




• • • 


• • 


^1 




-1) 


• • • 





de ces équations n'est pas nul, la valeur (3) étant supposée l'in- 
tégrale générale de l'équation (a) [878]. 

Si l'on désigne par R; le déterminant mineur ^lu-u '* ^^^ équa- 
tions (6) et (7) donneront 

Rtt'^=:R/X, d'où Ui = Ci-\- j -^Xdx, {i = 1, a, . . , /i). 
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Donc rintégrale générale de Téquation (i) sera 

(8) j=2^''"-^2'"/r^'^' 

et Ton reconnaît immédiatement qu'elle est de la forme (3) du 
no 884. 

Exemples. — I. Nous avons déjà vu [822] Fapplication de cette 
méthode au cas particulier de Téquation linéaire du premier ordre. 

II. Prenons le cas de Téquation à coefficients constants; en nous 
reportant aux notations précédentes, on voit que, si Téquationenr 
a ses racines inégales, le système des équations (6) et (7) ne 
sera autre chose que ce que deviennent les équations (8) du n** 891 
lorsqu'on y remplace respectivement 

par 

e'i^ u\j c''«^ttj, . . ., e'*""*^!/',, 0,0, . . ., X. 

On aura alors 

F(p) = X, d'où e'i'Ui = -r^ 



L'intégrale générale de l'équation (i) sera donc 



r.x 



S'il y a une racine double, r^ = r^j soient «j, a^ les numérateurs 
des fractions simples provenant de la décomposition de — -r et 

ayant pour dénominateurs p — r^ et (p — ''0'« O^^ trouvera, 
comme au n° 896, 

( u\ -\-u\x) e'-. ' = ûJjX, u\ e^i' = a\ X, 
d'où 



tt . = a, c~'^\'^ X , a'j = ( ûi — ût'j X ) e~^\^ X . 



;',= a\r~'''' 



On verra de même, quel que soit le degré de multiplicité des 
racines, que le calcul se ramènera toujours à la décomposition 

de — — r en fractions simples. 
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909. Si Ton connaît seulement h intégrales particulières r^y 
^29 ' • »y'fikàe l'équation (a), posons alors 

jrz=i^Uiiiiy (i = I, a, . . ., X). 

On a ici k fonctions inconnues, devant satisfaire à une seule condi- 
tion donnée, Téquation (i), et entre lesquelles on pourra, par 
conséquent, établir h — i relations arbitraires, que l'on choisira 
comme ci-dessus, en exprimant que les Ar — i premières dérivées 
de^ conservent la même forme que si U|, 1/2; . . . , Uj^ étaient des 
constantes. On aura ainsi 

^f V ' 



y 



.// 






(9) 






(.0) 



\ j('" = 2«,>î;"'-+- (n-it -4- i),2«'iiii"-"-1-. . .-H2«i-"-**"iîi'-". 

o = 2 «'/ «,•, 



\ 



[ o = lu\-nf'^\ 



En substituant les valeurs (9) dans l'équation (i), et ayant 
égard à l'équation (a); à laquelle satisfont lesYî,-, il vient 



('>) 



2 [a*,}*-" 



2«*+l>îï*"' 



+ (« — k-\- 



•x-+-i).«,i,i'-«>3«; 






= x. 



Si l'on fait maintenant 



R = 



ÏJl 


«« 






• • 


• • 


»•*-»' 


.1'*-" 


Pi 


?t 






• • 



• . • 



^k 



R.= 
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la résolution des équations (lo) donnera 



^ = !^z= = '^ = i- 
Ri R, ■■' Ra ' 



i^ désignant la valeur commune inconnue de ces rapports égaux. 
Substituant les valeurs R/w des quantités u^ dans Téquation (ii), 
cette équation se changera en une équation linéaire en v d'ordre 
n — k et de même type que Féquation (i). Si Ton intègre complè- 
tement cette équation, on aura alors 

d'où 

910. III. Méthode de Caucliy, — Déterminons les constantes 
arbitraires C|, Cj, . . . , C;, que renferme l'intégrale générale n de 
Téquation sans second membre (2), de manière que, pour x= a, 
on ait les équations 

(12) T3=0, >;'=0, ..., iî(''-5^=0, >;(«-»)=/;«), 

y(«) étant ce que devient X=y{a:) lorsqu'on y remplace x par 
une variable a, indépendante de x. On obtiendra ainsi pour C|, 
• . . , C/i des valeurs en fonction de a, et l'on peut remarquer que, 
les équations {12) ne différant du système des équations (6) et (7) 
que par le changement de x en a, les valeurs de C| , . . . , C« seront 
les mêmes que celles que l'on a obtenues pour Uj, . . . , u\^j dans le 
n® 908, au changement près de x en a. 

Substituant pour Cj, . . . , C/i ces valeurs daps l'expression de 
rintégrale générale y), on obtiendra une intégrale particulière >;, 
de Téquation (2), laquelle intégrale sera une fonction des deux 
variables indépendantes x et a. Cela posé, je dis que 



(,3) Y=\ . 



o 

sera une intégrale particulière de l'équation (i). 

Eq effet, par la règle de la différentiation sous le signe y [470], 
on a 

d 

H. — Cours (le Cale, iiifm., II. 2g 
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(>î«)«=r désignant ce que devient r,^ lorsqu'on y fait « =x. Or celte 
valeur est nulle, d'après la première des équations (la), qui ex- 
prime que Y7« est nul pour x = a, quel que soit a, et par suite aussi 
lorsque, après avoir fait x = a, on y remplace partout a par x. Donc 



dx ~ J ôjc 



On trouverait de même, en vertu des autres conditions (12), 






<)*Y 



o 

d'Y 



d-Y /"(J'i:. , ., . 



En substituant dans le premier membre de l'équation (i) ces 
valeurs de Y et de ses dérivées, on trouve 

Or la quantité entre parenthèses s'évanouit identiquement, puisque 
7j. est une intégrale particulière de l'équation (2). Donc ce pre- 
mier membre se réduit kf[x)y et, par suite, la valeur (i3) satisfait 
à l'équation (i), dont l'intégrale générale sera alors 

r rzr ^ 4- Y. 

911. Appliquons cette méthode à Téquation à coeflicients con- 
stants, dans le cas des racines inégales. On peut mettre son inté- 
grale générale sous la forme 

et alors les équations (19) deviendront 

C| -H . . . •+• V*,, ::=^ Oy 

Tj C<| -+- . . • -T* V/i v»/| O, 

• » 

;•;-' c, -t- . . . + »r' C„ = o, 

i-r'C, 4-...4-/-,r'C,. =/(a;. 
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d'où l'on tirera, comme ci-dessus, 

c - /(«) 
Donc 

et, par suite, 



f^i 



^ -2 tS) /'--/(«)''- 



ou, ce qui revient au même. 






ce qui donne la même valeur dey qu'au n? 908. 

En général, il est aisé de voir que la méthode de Caucliy ne 
diffère de celle de Lagrange que par l'exposition, et qu'elle conduit 
aux mêmes calculs. 

Considérons, par exemple, l'équation 

L'intégrale générale de l'équation sans second membre correspon- 
dante peut s'écrire ainsi : 

r, = Cl cos« [.V — «) -h C2 sin« [.V — K ). 

Les équations (12) deviennent donc 

C, = 0, rtCj =/(«), 



d'oii 



r,^ z=: —^ — sina [j: — a ., 

a ^ ' 



et, par suite. 



Y =z - j f[ct)sma[.r — u) c/k, 

ou, en développant, 

cos/i.r r^^ . sin a.r ["^ 

« Jo " Jo 

comme au n^ 907. 

09. 
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Si Ton suppose, en particulier, X = sin(^jc+ A), on aura 

I /** . 
Y=z— j 8in{goi-k- h) sïn a[x — a] do. 

= — I jco$[(^-}-a)a-l-/i — ax\ — ces [(5'— a)« H- /i -|-fljc]j</a 



2 ..o 



I Tsin ( ^.r -+- /i) -4- sin f« .r — h) sin f^r -h /i ) — sin Ui .r -4- /* )~| 

I . , ,. Fcos/i sin^ 

= ; sin fi' .r H- « J ^^-5 TT sinr/x r cosa .r. 

tf' — ^'* ^ ' </ ^«' — g' J a* — ^»* 

On peut faire abstraction des deux derniers termes, qui se réu- 
nissent aux termes semblables de l'intégrale générale de Téquation 
sans second membre, r^ = C| sin ax + C2 cosax, et prendre sim- 
plement 

Y=:-— ^,siD(g'.r-f-^). 






Dans le cas de g" = a, il viendrait 



1 = — / [ces ( 2 u a -H /* — a.r) — cos {h -+- ax)] dct 

I Tsin [ax -h //]-+- sin ffl.r — // ] , , .1 

:z^ - — V : \ / — ,rcos(^ -^ax] 

OU, en négligeant les termes qui rentrent dans ceux de»;. 



Y = — — cos [ax -\- h], 

la ^ ' 



§ IV. 



INTÉGRATION DE CERTAINES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 

AU MOYEN DBS INTÉGRALES DÉFINIES. 

912. Nous allons indiquer, dans ce paragraphe, l'application à 
quelques équations importantes de la méthode d'intégration due à 
Laplace et fondée sur l'expression des fonctions sous forme d'inté- 
grales définies (*). 



(•) Voir le travail récemment publié par M. S. Spitzer : Vorlesungen ûàer iineare 
Differential'Gleichungen. Vienne, i8'78. 
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Nous nous occuperons principalement de Féquation linéaire du 
second ordre 

(i) («0 -+- *o-^')r -^ («i -+■ ^1-^)^*' -+- (^î -i- ^•^•)^"^ = o, 

aoy h^j A|, £|, ^2* ^2 étant des constantes. 

La méthode de Laplace consiste à chercher à vérifier cette équa- 
tion par une expression de la forme 

U désignant une fonction de u encore indéterminée, ainsi que les 
limites constantes Ui, u^ de l'intégration. 

Si Ton substitue la valeur (a) dans l'équation (i), et que l'on 
pose, pour abréger, 

l'équation deviendra [470] 

(3) f *(PH-Q.r)c"'U^i/z=o. 

En intégrant par parties le second terme de cette équation, elle 
prendra la forme 

[QUc"'];;* +/e«' [PU — D„ (QU)]^£/ = o, 

et cette égalité devra être identiquement vérifiée. Il suffira, pour 
cela, que la fonction U satisfasse à l'équation 

(4) PU^/a — r/(QU) = o, 

et qu'en même temps les deux constantes ii|, i/^ soient choisies de 
manière que, substituées à u, elles vérifient l'équation 

(5) QU^"'=o. 
L'équation (4) donne 

(6) ^-r^'"- 
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ce qui changera Téquation (5) en 



(7) 



r\fl''' 



= o. 



et, en résolvant cellc-cî par rapport à i/, si l'on trouve deux valeurs 
indépendantes de x, on les prendra pour M|, 1^2 • On aura alors 

(8) .>= / ^e" J ^'\h. 



Ju, Q 



913. Pour pousser plus loin les calculs, il faut d'abord obtenir 

l'intégrale / jidu. Or, suivant la nature de son dénominateur, la 

fraction 

P ^'o -+- <7| // ->- a^ii^ 

Q b^ -,- h^ u -h /'jw* 

pourra se mettre sous l'une des quatre formes suivantes : 

P A B 



(li ^ = "' 



Q /i — a u — [i 

II ^z=m-h, r, H ♦ 

Q (« — uj u — a 

(ni) =: m -{- nu H î 

Vj tt — a 

P 

(IV) — — ^0 -H ^'i« -+- ^'i«'t 

la première ayant lieu si Q = o a ses racines inégales, la deuxième 
si Q = o a ses deux racines égales, la troisième si io = o, la qua- 
trième si Q est constant. 

914. I. Considérons le premier cas. En introduisant au lieu de rt©, 
Ui, a^y ... les nouvelles constantes m. A, B, a, (3, l'équation- (ij 
deviendra 

^^' ( -I- [A -h B - [« -h P)[m-\- ,r)]y -4- (m + x))-" = o. 

On trouve d'abord 



/ 



p 

j^duTzz mu -^ A log ; w — a) -f- B log ( « — i6 ) 



INTÉGRATION PAR LES INTEGRALES DÉFINIES. 4^5 

D'ailleurs, à cause de * 

Q = /.,(a-«)(«-,6), 

Téqualion (6) donnera, en négligeant le facteur constant b^ [877, 1], 
et l'équation (7) deviendra 

(10) c"('"-»-^)(/i — a)'^(£/ — (3)»=:o. 

Si maintenant A et B sont des nombres réels positifs ou des 
nombres complexes à partie réelle positive, c'est-à-dire de la forme 
p^ ± iç^, on pourra prendre 

d'où 

(l i) j= / o"('«+-^) (1/ — a)A-» [u — .S)B-V///. 

On peut développer aisément cette expression en série, en s'ap- 
puyant sur la formule (6) du n** 487, et, si Ton pose, pour abréger, 

on obtiendra la série suivante, convergente pour toute valeur de x : 



y __ ^a(//n-jr 






915. Si A et B sont des nombres réels, entiers et positifs, on 
pourra obtenir dans ce cas l'intégrale sous forme finie. En effet, 
X étant indépendant de u, on trouve, à l'aide de l'intégration par 
parties, 

expression qui aura un nombre fini de termes si <^{u) est une 
fonction rationnelle et entière. Si donc on fait 

; l /«-+-. r [m-h.rf J 



la valeur II d<? > fie\i«?n«ira 



Noii<« allon-» maintenant faire voir qne chacane des expressîonsji i , 
Ti ^ati^tViit ^ parlement à rétpiatioQ 9 . En effet, en substituant 
four à tour ces valeurs à > dans le prefnier membre de cette équa- 
tion, on obtiendra évîdemm«»nt deux valeurs de la forme 

^. m^s r, _ __^ ^t ^ 1 

r \ ^* 1 • • • I ï 

[_ /w — -r /it-^x- j 

les quantités entre parenthèses étant composées d*un nombre fini 
fie termes. La différence de ces valeurs devant satisfaire à Féqua- 
lion, on devra avoir, quel que soit jr. 



■"^' ('*•-. 7^3-^ •••)-''•"*' ("'^ 



fri 



m 



. . . J r= O, 



d'où Ton tire 



^, } -«' tn-t-jT^ __ 





— 


IM -1- 


jr 


-h. 


• • 


A. 


-h 


A. 




-h. 








m • 



m 



Or, chacun des termes de la fraction du second membre étant un 
développement fini, il faudrait qu'une exponentielle fût égale, 
quel que fût x, à une fonction rationnelle finie, ce qui est impos- 
•tihle, à moins que les deux termes de la fraction ne s'évanouissent 
séparément. Donc chacune des expressions j^i , y^ vérifie séparé- 
ment Téquation (9). 

Donc Finlégrale générale de l'équation (9) sera 



(«4) 



y = CiJt H-C,J„ 



(^1, C2 étant des constantes arbitraires. 

916. Si A et B sont réels, positifs et non entiers, ou s'ils sont 
des nombres complexes à partie réelle positive, l'équation (11) 
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donnera seulement une intégrale particulière de (9). Pour trouver 
une seconde intégrale particulière, posons 

j= (m -h .r)^3. 
Inéquation (9) deviendra, en supprimant le facteur (m H- j:)^~^, 

[/[A -^B-^). — i) — (A/3-t-B«-l->«-l->.;S) [m -h.r) -h ap [m -h xY]z 
-+-[m -h ./•)[A-f-B-+- 2Â — (a-f-jS) [m -^^)]z' -h [m -+- x)»z* = o. 

Si l'on choisit X de manière à annuler le terme X(A-|-B-f-X — i), 
on pourra diviser Téquation par m-f-or, ce qui la ramènera au type 
de Téquation (i). En négligeant la solution X = o, qui ramènerait 
Téquation (9), nous prendrons 

X = ï — A — B, 
ce qui donne 

[— a(i — A) — .3(1 — B) -h «S(An -+-.r)]2 

-+- [2 — A — B — (a -f- j6) (/w -f- u')]z' -h [m 4- J')z" — 0, 

équation qui ne diffère de (9) que par le changement de 

j, A, B 

en 

3, I — B, I — A, 

et qui aura, par conséquent, pour intégrale, si i — B eti — A sont 
des nombres positifs, 

On aura, dans ce cas, pour seconde intégrale particulière de l'équa- 
tion (9), 

(l5) y = [m-^.vY-^-^ I e"("'-+-^) (//—«)-»(// — jS)-Arftf. 

917. L'intégration pourra s'effectuer sous forme finie si les 
deux nombres A et B sont réels, entiers et négatifs, l'un des deux 
pouvant même être nuL 

En faisant, en effet, la transformation précédente, et posant 
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Oïl trouvera, en raisonnant comme au numéro 913, 



1 — C,<^ #if — X '- 



-*- C*e>' m -^ T 



1— 



1" ^' y'* ...1 

rii.__^i±.._...] 

[_/« -•- -r /« — j- - J 



918. «Si A e£ B sont positifs et moindres que l'unité, ou du 
moins si leurs parties réelles satisfont à cette double condition, 
les deux int^'grales particulières 'ii i et (i5 ; auront lieu à la fois, 
et. par suite, ou aura Fintégrale générale en ajoutant leurs produits 
par des constantes arbitraires. 

Il \ aurait seulement exception dans le cas où l'on troublerait 
A -4- B = f , ce qui. si A et B ont des valeurs complexes, exigerait 
<|ne les parties réelles de ces deux nombres fussent égales chacune 

H-* Dans ce cas. les deux intégrales particulières (ii) et (iS» 

sc confondraient en une seule. 

Posons, pour abréger, A+ B = K, 

les intégrales (ii) et (i5) deviendront alors 

e"'Vdu, .V, — I r"UV«-*//ii. 

a «/a 

Sî XifJ'2 80*'*' des intégrales de (9)/-^ — b^ sera aussi une inté- 

grale particulière, de sorte que l'on pourra remplacer la valeur de 
y 2 P^^* 1^ suivante : 



yi-K I 

Si Ton fait tendre i — K vers zéro, le rapport 17— aura pour 

limite logV. Donc, dans le cas de A-f- B= i, la seconde intégrale 
particulière deviendra 

>', = j e"''V\og\du 

J Cf. 
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On vériGerait aisément que celte nouvelle intégrale satisfait 
encore à Téquation différentielle et qu'elle est, comme l'inté- 
grale (il), développable suivant les puissances de m-\-xen une 
série convergente pour toute valeur de x. 

919. Reprenons l'équation (9), et 1° substituons-y pour j' la 
valeur 

(16) j=ze*^z; 

2° différentions l'équation transformée 

A(« — ?]z-h [A -h B -h (a — p)[/n -f :r)]z'-\-[m -f- •r)z'' = o 

a fois par rapport à or, et posons 

(17) z(«) =r r-«'>î. 

L'équation deviendra 

( [— (A + rt)B — B«-4-«,3(/w-4- x)]ïî 

ce qui ne diffère de l'équation (9) que par le changement de A, r 
en A-f- a, m. 

Or des relations (16) et (17) on tire 

(19) n:=e--DJ(c'-*'j). 

Donc les deux équations de même forme (9) et (18), qui ne dif- 
fèrent que parle changement de Aen A-i-a, auront pour intégrales 
l'une j, l'autre e^ D^. ( fr'^j ) . 
Si l'on pose de même 

on verra que l'équation en Y différera de l'équation en r, par le 
changement de B en B-f- i, et qu'elle aura pour intégrale 

Donc, si l'on augmente, dans (9), A de a, B de i, a et i étant 
deux nombres entiers et positifs, l'intégrale Y de l'équation obte- 
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nue *^r2 Vute i»jr par la relation 

Or, nous a\ons trouvé '918] Fintégrale de l'équation 9 pour 
le cas où A et B ^ou leurs parties réelles satisfont aux inégalités 

Si, au lieu de cela, A et B ■ ou leurs parties réelles > ont des 
valeurs positives non entières quelconques, on pourra, en les dimi- 
nuant des plus grands entiers a cl b qu'ils renferment, les ramener 
entre les limites zéro et 1 . En intégrant Téquation correspondante 
à A' = A — a, B'=B — A, on en déduira ensuite, par la formule ( 20) , 
rintégrale générale Y de Téquation proposée. 

920. Si Ton pose maintenant, comme au n* 916, 

Téquation en z obtenue différant de (9) par le changement de A 
etBen i — Bet i — A, ces dernières quantités (ou leurs parties 
réelles) seront positives si A et B (ou leurs parties réelles) sont 
négatives. Or, d*après ce que nous venons de voir, nous savons inté- 
grer la nouvelle équation dans tous les cas, et, connaissante, on en 
déduira immédiatement j^. Donc nous savons intégrer Téquation (9) 
pour toutes les valeurs négatives de A et de B (ou de leurs parties 
réelles). 

921. Si les nombres A et B sont fractionnaires et de signes 
contraires, ils devront être réels, sans quoi ils seraient deux quan- 
tités complexes conjuguées, dont les parties réelles auraient néces- 
sairement le même signe. Soient, par exemple, A négatif, B po- 
sitif, et posons 

b étant un entier positif, et B' une fraction positive et <^ i . 
Considérons maintenant Téquation 

I [-A?-(B'-i)a4-«S(/iH-.r)]5 
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qui diffère de Téquation (9) par le changement de ^ et B en z et 
B' — I = B — (i-f- 1), ce dernier nombre étant négatif et numé- 
riquement moindre que Tunité. Cette équation , où A et B' — i 
sont négatifs, pourra s'intégrer, d'après le numéro précédent. 

Connaissante, on aura aisémentj^. En faisant, dans (21), z = e^'(;y 
diflerentiant i -f- 1 fois, et posant enfin i;C*+i) = ^-Pxjr^ on en tirera 

922. Si A et B sont de la forme p ± ù/, p étant positif, on appli- 
quera directement la méthode de Laplace à Téquation (9). Si p 
est négatif, on fera, comme aux n°* 916 et 920, 

et Ton appliquera la méthode de Laplace à Téquation transformée. 
Dans les deux cas, on obtiendra une seule intégrale particulière. 
On en trouvera ensuite une seconde en appliquant la méthode de 
la variation des constantes arbitraires [882]. 

923. II. Passons au second cas, dans lequel 



On aura alors 



/ 



P A B 

— = /w -f- , 7 H 

Q [u — a)* u — « 



P A 

— du == mu h B log [u — a ) , 

Q u — a 

A 



U = [l/ — «)B-« 



mu 

, M — a 



L'équation pour la détermination des limites serait 



, ._ u[m-i-x) 



= 0. 



Mais cette équation ne donne pas deux valeurs de u ; on n'obtient 
donc pas ainsi les deux limites de l'intégrale 



=f/ 



(m-h-r) 



-»-«(„— «)B-Vtf, 



et il faut recourir à un autre procédé. 



-•- ^1' « ^* ^:«iiCi:i--»-f ?L- \^ E- x; .:a tr:«i7-» îi«::-'tî=-f=t 



• ^'^^ • 









i' Ai — E;— 1 — ri— !• 



I •r^f.'î.-^ *:r.:'.a 






^4, |l/i— iB — I c =o. 

*u fit- 

tyû e*! nri c^* partîcul.Vr de IVqaalîon g . où Ton a chm^ê 
'W» -A, B, ar, 5, x, j^ 



f _ I 



Nous 4a\on9 donc înU'grer corn filé tem en t rêqualion 24 • ^^ de là 
uou% déduirons l'i'n leurra le g«'-nérale de * ii\ aa moven des rela- 
t.ion«( 

/'i=i?i-*-x, r=id^z, 

9tt4. Dans le cas particulier de A = o, réquaiîon (aS) devîeni 



OU 



. = c,^c,f- ^-^ 



m -T- ^ » ' 



on conclut de là que Tintégrale générale de Téquation 

[- B« -{- v} m -h .t:]y -4-[B — ioL[m 4- r ] r'-4- y» 4- x'^^r^o 

ou 



Mcra 






r 



• 
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925. IIL Dans le cas de £2 = o, on a 

P ^0 -<- ^1 « -f- f^t "* -^ 

— = -, 7 = m -4- /îw H 1 

V> o^-h biu u — a 

et réquation (i) devient 

(aS) ' [A — «(m -f- j:)]j-|- (m -|-.r — nv.]/ -^ ny" =z o. 
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On a ici 



II 



n 



d'où 



f/« = ma -\ m' -+- A log ( j/ — a ) , 









n 






{/i, z£2 étant les racines de Téquation 



w 



(26) 



, . «(/IZ-J-Xi-t- -//« 

[££ — «j*C * = O. 



Pour avoir l'intégrale générale de l'équation (25), il faut discuter 
l'équation (26). 

1** Considérons le cas où l'on a 

A ]>o, n<^Q\ 
les racines de l'équation (26) seront 

11=1%, 4- 00 , — QO ; 
l'intégrale générale de l'équation (25) sera donc, dans ce cas, 



I (a — «)A-ie » 

oc 



du 



-f-C, 



J^* — °° . /i{//H-a)-H-M« 

OC 



ou, en posant dans la première intégrale u — a := i^ et dans la 
seconde // — a = — Vy 



o 
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SI A est un entier positif, on pourra écrire cette intégrale sous 
la forme 

Jf* ce a. t 
o 

a® Si A et n sont l'un et Vautre positifs, les racines de Téqua- 
tion (26) seront 

et, en posant dans la première intégrale u — a = iV et dans la 
seconde u — a. = — /V, on trouvera de même 



= e*^ I 






Si A est un entier positif, cette intégrale est susceptible de ia 
même transformation que dans le cas précédent. 

3® Si A et n sont négatifs , les racines de Téquation (a6) seront 
1/ := dz 00 , et la formule de Laplace devient 



00 " , 



t/ — ac 



Mais ici elle est illusoire, la fonction sous le signe J* passant par 
rindni dans rintervallc des limites. Il en sera de même 

4° Si A est nul ou négatif, n étant positif 

Donc, dans le cas de A<^o, Tinlégration de Téquation (aS) ne 
peut s'eifectuer par la méthode de Laplace. Voici la méthode que 
lui substitue M. Spitzer. 



920. En posant 



j ^C^^z 



9 



l'équation (25) devient 

A 5 -h [ /?! -f- .r -h /< « ) 3' -H /i c" = o, 

ou , en faisant 

m -h .r -\- n OL = lit y 

Kh^z -h /*/ 7 -^ n — r = o, 
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OU enSn, en prenant k' = — n, 

où A est supposé toujours réel et négatif. En représentant ce 
nombre par — a, l'équation à intégrer sera 

, _, d3 ePz 

(.8) -a.H-, 5^-5^ = 0. 

Considérons maintenant deux cas. 

1° A ^= — a est négatif et entier. DifTérentions alors a fois l'é- 
quation ('^7), ce qui donnera 

ou, en posant DJ~' z:^%, 

équation à laquelle on peut appliquer la méthode de Laplace. 
En posant donc 

l'équation devient, en opérant comme au n° 912, 

[«'"ui;:: -/.'"'"'(''"+ S)*- 

On satisfait à cette équation en déterminant d'abord U par l'équa- 
tion 

«U -H — = 0, d'où U =e *> 

puis choisissant tes limites de manière que e'^U s'évanouisse, ce 
qui aura lieu pour u = ± « . On aura donc, pour la valeur de 

En intégrant a + i fois les deux membres de celte équation par 
rapport à t, les intégrations du second membre étant effectuées entre 
H. — Court de Caic. infin., II. 3o 
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les limites zéro et tj il vient [470] 

-H-« .'i! ( _'_Lui_. «'_'!!'*_ ^f-^\) 

z= f € - dul u^^' \ I a! •• a! / ', 

U| , U29 • • -, Ua étant des fonctions arbitraires de u. 

11 faut maintenant restreindre la généralité de cette équation en 
déterminant les arbitraires superflues par la condition que cette 
valeur satisfasse à Téquation (27). On trouve ainsi les équations 

I .î U, rrii — aC|, 

2.3L\rr:— (a— l)U„ 



a- I aUt^,---— 2U,.,, 



t^a — T.» 

a — I ; ! 



qui déterminent L|, L^., . . ., U, en fonction de la seule arbitraire 

ÎT 

La valeur de z est alors exprimée par une intégrale dans laquelle 



H- 



-1-30 _/j^ 



joue le rôle de constante arbitraire. En multipliant par une autre 
constante arbitraire C^ on aura Tintégrale générale de Féqua- 
tion ( 28) sous la forme 

o et -^ étant deux fonctions déterminées. 

Ainsi Téquation 

dz d^z 

pour laquelle — A =. i , admettra l'intégrale 

z = C, / ^ ( i I ) ^/« 4- C,^ 

On voit que, dans le cas de A entier et négatif, Téquation ( ^7 ) 
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admet une intégrale particulière ;((<), qui est un polynôme entier, 
et qu'il sera dès lors plus simple d'obtenir par la méthode des 
coefBcients indéterminés. Ensuite on trouverait l'autre intégrale 
particulière par la variation des constantes arbitraires. Nous savons 
en eflet [882] que, sij^i est une intégrale particulière de l'équation 

Xo J H- X, / -+- X,/' = G, 
on aura pour seconde intégrale particulière [881] 

j, = - e «^ ^« . 

927. Si maintenant A est négatif et non entier, soit a un entier 
positif plus grand que la valeur numérique de A, et différentions 
a fois l'équation (27); ce qui donne 

[A -ha) -TT •+- t —rr-r ^-^T^ = O . 



dt" 



^^x-f-l ^fa+t 



A -H a étant >o; on aura alors une équation analogue à l'équa- 
tion (aS) du n° 925, au changement près de 



m, /?, A, 



«1 Ji 



en 



o, — I, A-hfl, o, 



di^ 



j ^ 



d'où l'on tire 






d 

dt* 



l/î 

, M/ — -— 



En intégrant a fois par rapport à t chacune de ces deux intégrales 
elles deviendront 

et l'on déterminera les fonctions arbitraires de u comme on l'a 
fait au n*» 926. 

928. TV. Soit enfin 



- =iaQ~haiU H-a,tt*, 



3o. 
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ce qui répond à Féquation 

On trouvera 
d'où 



"1 • ": a 



et en faisant , pour abréger, 

(flo -h x) 1/ -+- ~«*-r y «» = •}(«), 



on a 



"1 



Les limites 111,1/2 sont déterminées par l'équation U;i=o, qui 
est vérifiée pour 



a^u^ =z — X 



Si donc on désigne par pi , /Ca, pa les trois racines cubiques de > 

les racines de U = o seront pi 00 , pooc , P300 . On tire delà 

o •/o »/o 

On peut facilement vérifier que cette valeur satisfait à l'équa- 
tion (29J ; en effet, le premier membre devient, parla substitution 
de cette valeur, 

o *^ t/ o 

Or on a 
d'où 

expression qui s'annule, pourvu que les trois constantes arbitraires 
soient assujetties à la condition 

Ci + C,-hC, = o. 
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Si l'on pose respectivement, dans les trois intégrales, 

« = Pl«^ Pl^ P3«'i 

la valeur àey prendra la forme plus simple 



(3o) 



=X 



00 



Cl pie 



z 



•«t 



r . <"•-*■ 'ip«*'+ ??'.»'• )du. 



toujours avec la condition C» -+-C2 4- C3 = o. 

929. On peut encore procéder de la manière suivante. 
Si Ton substitue dans (29) la valeur 



il viendra 



jr=:e^z^ 
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(«0-1- «1^4- ^*4- J^)z-\- («1-4- ^a^'k)zf~hajz'' =: o, 

équation qui se simplifie, si Ton pose 

«,4- 2«2> = o, 
et si Ton fait, de plus, 

On obtiendra ainsi Téquation 

dU 

qui aura pour intégrale une expression analogue à l'expression (3o), 
où l'on aurait posé ao = o, ai =0, ûj = — 1 , savoir 

e » (C,p,cPi«'-f-C,p,eP."'-hC,p,e?.«*)</a, 




avec les conditions 



p^ = i, Ci-4-C,-f-C3 = o. 



930. Equation de Miccati. — Cette équation est la suivante : 

a' -4- ««*-+• bx^=o. 
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En posant 

Z = ^-i 

a X 
l'équation se ramène à la forme linéaire 
(3i) x'*'x—x"=0' 

Cette équation s'intègre immédiatement par les méthodes du 
paragraphe précédent, si Ton suppose à m une des valeurs zéro 
ou — a. 

Pour toute autre valeur de m, si Ton pose 

Téquation deviendra 

■^ ^ ' dt dt* ' 

et celle-ci se simplifiera : 

i** SiTon posem/i+ an — i = o, d'où /i = 9 

*^ m-h 2 

I m -4- i «/r d*r 



{ m -h a )* "^ m-^'x dt dt* 

m 



équation qui a pour intégrale, si 7 est entier et positifs 



(' ) En effet, en posant ^ = fi, Téquation devient 

(A) _^^_l^^-j.^^^l^y-Hfy = o. 

Or, si l'on différentie fi fois l'équation 

(B) _^^-iyr^_ir'H-^«''=o, 

on obtiendra une équation en zW qui coïncidera arec l'équation (A). Si l'on prend 
maintenant ^ = i pour variable indépendante, l'équation (B) se réduira à la forme 

On traiterait d'une manière analogue le cas suivant. 



EQUATION DE RICCATI. 



el si -. est entier et positif, 

am -(- 4 r j' 

a** Si l'on pose mn + a /i — i ^ i . d'où n = 1 

équation qui rentre dans l'équation (9), en remplaçant 



Nous avons intégré cette équation dans tous les cas possibles; 
nous pouvons donc intégrer dans tous les cas l'équation de Riccati. 

931. Signalons quelques exemples particuliers. 

I. Si m est un nombre positif quelconque, A et B seront positifs 
et moindres que l'unité. L'équation (3a) se trouvera alors dans 
le cas du n" 018, 'et l'on pourra écrire immédiatement son intégrale 

générale. Enremettant pour t sa valeurs' ,etposantu^- 1 

l'expression de cette intégrale deviendra , en posant — 1- 1 = f», 

r = C,j «^ (1 — ''*) ''i/c + Ci-rJ ^ (' — "') '^ '/''• 

En particulier, l'équation 
donne 



II. L'équation 
devient, en posant x = t^, 
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Comme on a pour cette équation A = B = » on posera [920J 

^ = t^z, d'où Téquation 

, ^ dz d^z 

3 
pour laquelle A = B = -» et que l'on ramènera [919] à l'équation 





d% </*Ç 


On €n tirera 




J — 2 


1 y»-t- i 
J— 2 


puis 
et enfin 


3._r-4ç, 



rH- 2 



/•-t- J 



• — î 



III. L'équation 
s'intègre par la méthode de Laplace, et la valeur générale de y est 



,00 ff"-» « 



Ph • • • 1 P//+I étant les racines de l'équation p""*"' = i , et les con- 
stantes C| , . . . , C/i^i étant assujetties à la condition 

Cl "T" Cf "+~ • • • ~i~ ^ii+i ^— O. 
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